SEANCE 12 : COURBE PARAMETREE

12.1. Définition

Soit I un intervalle dans R. On appelle courbe paramétrée de classe C° dans
R? toute application continue ~ : I — R? En général, si n > 1 est un entier,
on peut définir les courbes paramétrées de classe C™ d’une fagon récursive. On dit
qu'une application v : I — R? est une courbe paramétrée de classe C™ si elle est
contintiment différentiable sur I'intérieur de I et si 7/ s’étend par continuité en une
courbe paramétrée de classe C* 1.

Soit v : I — R% une courbe paramétrée de classe C'. Soit z un point intérieur de
I. On dit que la courbe paramétrée est réguliere en x si v/(z) # 0. Dans ce cas-la la
tangente de v en x est définie comme la droite

y(z) +ty'(z), teR.

On dit qu’une courbe paramétrée est réguliere si elle est réguliere en tout point
intérieur de I.

12.2. Branches infinies d’une courbe paramétrée dans R?

Soit v : I — R? une courbe paramétrée de classe C'. Pour t € I, on désigne par
x(t) et y(t) les deux coordonnées de ~(t).

Définition 12.1. — Soit ty une borne de lintervalle I. On dit que la courbe
paramétrée y posséde une branche infinie en ¢q si limy_¢, ||7(¢)|| = +o0.

Dans la pratique, plusieurs cas apparaissent quand ¢ tend vers %g
(1) Silimy_yy, x(t) = oo et si limyyy, y(t) = £ € R, on dit que la droite d’équation
y = { est une asymptote de la courbe 7.
(2) Silimy_¢, y(t) = £o0 et si limyyy, 2(t) = £ € R, on dit que la droite d’équation
x = £ est une asymptote de la courbe 7.
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(3) Si limy_yyy z(t) = Foo et limy_yy, y(t) = Foo, on étudie limy_y, y(t)/x(t) et
limgra, 2(8) /().
(3.1) Si limgys, y(t)/x(t) = Zoo, on dit que la courbe admet une branche
parabolique dans la direction Oy.
(3.2) Si limyy4, x(t)/y(t) = oo, on dit que la courbe admet une branche
parabolique dans la direction Ox.
(3.3) Silimyyy, y(t)/x(t) = a € R, on étudie la limite lim;_,+, y(t) — ax(t).
e Silim;,:, y(t) — azx(t) = b € R, on dit que la droite d’équation y =
ax + b est une asymptote de la courbe.
o Silimy;_,, y(t) —ax(t) = Loo, on dit que la courbe admet une branche
parabolique dans la direction de y = ax.

12.3. Changement de paramétrisation

Soit v : I — R? une courbe paramétrée. Si .J est un intervalle de R et si ¢ :.J — I
est un homéomorphisme, alors yo ¢ : J — R? est une courbe paramétrée. Le procédé
d’associer v a la courbe v o ¢ est appelé un changement de paramétrisation (on dit
aussi que ¢ est un changement de paramétrisation). Si la fonction ¢ est de classe C!
et si la condition ¢'(u) # 0 est vérifiée pour tout u € J°, on dit que le changement
de paramétrisation est régulier. On peut facilement démontrer que, si le changement
de paramétrisation est régulier et si la courbe v est de classe C!, alors il en est de
méme de la courbe paramétrée v o . En outre, la courbe 7 est réguliere en ¢t € I° si
et seulement si v o ¢ est réguliere en p~1(¢) € J°.

12.4. Longueur d’une courbe paramétrée

Soit v : I — R? une courbe paramétrée qui est réguliere de classe C'. Si ¢y est un
point intérieur de I, on définit une fonction s : I — R? comme la suite

s(t) = [ Iy (w)] du.

to
On utilise aussi I'expression s, ;, pour désigner cette fonction. C’est une fonction
strictement croissante et continue sur I, donc définit une bijection entre I et son image
s(I). En outre, la fonction s est contintiment différentiable et on a s'(t) = ||+/(¢)||. Si
@ :J — I est un changement de paramétrisation qui est régulier, alors on a

(121) Svop,o=1(tg) = Sv,t0 © -
L’application s définit un changement de paramétrisation pour la courbe paramétrée
7. Plus précisément, 'application composée v o s7! : s(I) — R? est une courbe
paramétrée de classe C'! qui est réguliere.

Soit v : I — R une courbe paramétrée de classe C''. On dit que 7 est paramétrée
par longueur si ||7/(¢)|| = 1 pour tout t € T.
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Proposition 12.2. — Soient v : I — R% une courbe paramétrée et s : I — R la

1

fonction de longueur associée. Alors la courbe yos™t : s(I) — R? est paramétrée par

la longueur.

Démonstration. — Par définition on a
/ —1 / —1
SN/ fd o —lyf—1y YOS T Yy oS
(122) (ros™) = (0 os )™ = Tty = o
doit [(yo s~1Y | = 1. O

12.5. Courbure

Soit v : I — R? une courbe paramétrée. On choisit ty € I° et définit la fonction
de longueur s : I — R comme

t
)= [ () du
to
Pour tout ¢t € I°, on définit la courbure de v en t comme
K (8) = (v 0 571" (s())]]-

Remarque 12.3. — Cette définition ne dépend pas du choix de tg car le choix d’un
autre point entraine la difference de la fonction s par une constante. En outre, la
relation (12.1) montre que la fonction de courbure est invariante sous changement de
paramétrisations régulier. Autrement dit, si ¢ est un changement de paramétrisation
régulier, alors on a Kyop = K~ 0 Q.

Il est utile de donner la formule générale pour calculer la courbure.

Théoréme 12.4. — Soit v : I — R?* une courbe paramétrée. Pour toutt € I°, on a
| (" (), 7' (1))
o () = ey - EE T @
! I (@)l I (@®11?
Démonstration. — D’apres (12.2), on a
—1\1r _ (v os™h) _ [V osTHI" o, 4
e S e T e )
e es
v esHZ Iy es™H?
En outre, on a ||y o s™ || = (7' 0571, 4" 0 s~ 1)1/2, Donc

2 ) 1 S Y R Ry <7,0571v7//0571>
7 o s ZWWOS y(YosT)) = 7 o s 1|2
Par conséquent, on a
oo o 1L ‘ w0
Tl 1112




