SEANCE 14 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES
NON-LINEAIRES

14.1. Théoréme d’existence locale

Dans cette séance, on traite des équations différentielles générales.  Plus
précisément, on considere une équation différentielle de la forme

(14.1) a'(t) = f(t x(t)),

otl f est une application continue d'un ouvert  C R+ vers R?.

Théoréme 14.1 (Cauchy-Lipschitz). — On suppose qu’il existe A > 0 tel que

[f(t,2) = f(ty)ll < Az =yl

pour tout t € R et x,y € R? tels que (t,x) et (t,y) soient tous dans Q0. Alors pour
tout (to, xo) € Q, il existe € > 0 tel que l’équation (14.1) admette une unique solution
v sur |ty — e, to + €[ qui vérifie y(to) = wo.

Démonstration. — La stratégorie est de choisir un espace © de courbes paramétrées

et de construire une contraction 7' : ©® — O de la forme
t

Tv(t) = zo + /f(s,w(s)) ds.

to

Il faut bien choisir des conditions de sorte que la courbe paramétrée T reste encore
dans ’espace O.

Sans perte de généralité, on peut choisir les normes sup sur R? et R%!. Choisissons
R > 0 tel que

F((to,xo),R) = {(t,.’b) S Rd+1 | ||(t — 1o, — QC())H < R} c Q.

Soit

M = sup |f(t,z0)| + AR.
te]tofR,toJrR[
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On choisit € < R assez petit de sorte que eM < R. Soient J = [ty — ,tp + €] et ©
'ensemble des courbes paramétrées v : J — R telles que v(tg) = x¢ et que

Iv@t) — x| <R, teJ

On munit © de la métrique d de sorte que
d(71,72) = sup [[71(t) = 2(8)]-
teJ

C’est un espace métrique complet. En outre, on a

Mwwme F(s,7(5)) ds

/szm ' F(5,7(s)) — F(s.0) ds

<e sup Hf(s 1’0)H+6)\R_5M<R
Se[to R,to+R

On a donc T € ©. En outre, on a

[T (t) = Ty @)l :‘ /t f(s,71(s)) = f(s,72(s)) ds

<At = told(v1,72)-
Par récurrence on obtient

mn mn )\n n
(T y1(t) = Ty (1) < m\t—to\ d(y1,72)-
On en déduit
)\77,
d(T"y1,T"y2) < FE"d(%,W)

Donc T™ est une contraction lorsque n est assez grand. On en déduit que T possede
un unique point fixe. O

Remarque 14.2. — (1) Si une application f : Q — R? vérifie les conditions dans le
théoréme, on dit que f est lipschitzienne par rapport & 2. Si pour tout (¢o, o) € 2,
il existe un voisinage ouvert U de (tg,zo) dans € tel que la restriction de f & U
soit lipschitzienne par rapport a x, on dit que l'application f est localement
lipschitzienne par rapport a x. Le résultat du théoreme étant local, le théoreme
est ainsi valable pour f localement lipschitzienne.

(2) L’unicité locale que I'on obtient dans le théoréme implique en fait I'unicité glob-
ale : si J C I sont deux intervalles ouverts et si v; et 7 sont deux solutions de
I’équation différentielle 14.1 qui coincident en un point ¢y € J, alors pour tout
t € Jon ayy(t) = y(t). Donc il existe un intervalle ouvert Iy, .,y C I tel
que I'équation (14.1) admette une solution v sur I(y, ,,) qui vérifie la condition
initiale v(tg) = xo et que cette solution ne puisse pas s’étendre en un intervalle
contenant strictement I, ,.,). Cette solution est appelée une solution maximale
de condition initiale (tg, zg).



