SEANCE 6-7 : PROPRETES DES FONCTIONS
DIFFERENTIABLES

6.1. Plus de résultats sur la différentiabilité

Soient E un espace vectoriel de rang fini sur R. On fix une base (e;)"; de E. Pour
tout 7 € {1,...,d}, on désigne par ey I’application linéaire de E vers R qui envoie
A1e1 + -+ Ageg en ;.

Théoréme 6.1. — Soit f une application définie sur un ouvert non-vide U de E et
& valeurs dans un espace vectoriel normé. On suppose que, pour tout ¢ € {1,...,d},
la dérivée partielle O, f existe et définit une application continue de U vers F'. Alors
Uapplication f est différentiable sur U et on a

d
Df(z)=>> 0., f(x)e]
i=1
quel que soit x € U.
Démonstration. — Sans perte de généralité, on suppose que E est muni de la norme

||| telle que ||A1e1 + -« - + Ageq|| ;== max{|A1],...,|Ad|}- Soit h un vecteur dans E de
la forme Ajeq + -+ + Ageq. Soit a un élément de U. On a

d
fla+h) = fla)=> fla+Aer+---+Xie:) = fla+ e + -+ + Aisreiq).
=1

Par conséquent, on a

Hf(a b~ fla) - gxia@f(a)

f<a +y° Aje]) - f(a +> Ajej) — X0, f(a)

J<i
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Comme 0., f est une application continue, on obtient

Hf<a+ ZM@j) - f<a+ Z)\jej) — Xide, f(a)

i<i j<i
< Hf(a + Z )\j(ij) — f(a + Z Ajej) — )\iaeif<a + Z )\iej> H
i<i j<i j<i
+ il - ‘ ae,,,f<a +y m) = 0c.f(a)
j<i
= o(|[n]])
puisque O, f est continue, d’otui le résultat. O
Exemple 6.2. — Considérons la fonction f : R? — R définie comme f(z,y) =

22 +92% Ona ggfc = 2x et g—zjj = 2y. Ce sont des fonctions continues sur R2. On en
déduit donc que la fonction f est de classe C' sur R? et que la différentielle de f est
de la forme

Df(z,y) = 2zdx + 2ydy,
ou dz et dy désignent les applications linéaires de R? vers R définies par les projection

en les deux coordonnées respectivement.

Proposition 6.3. — Soient F un espace vectoriel normé et (f;)%_, une famille de
fonctions continues (resp. différentiables, dérivable dans une direction h € F) définies
sur un ouvert non-vide V. de F, alors la fonction f : V — E définie comme

(zeV)— filv)er + -+ falx)eq
est continue (resp. différentiable, dérivable dans la direction h).

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que la norme sur E
satisfait & la relation ||A1e1 + - - - + Ageq|| = max(|A1],...]Aq|). On a alors

£+ h) = f(@)] = max, lfiCe+h) = fi(@)].

Donc f est continue des que les f; sont continues. De méme, si les f; sont
différentiables, alors on a

= \fg(d|fi($ +h) = fi(z) = Dfi(z)(h)].

1<

Hf(w h)— fa) - izjlem)(h)ei

- . d . .
Donc f est différentiable en z et on a Df(x) = >";,_; Dfi(x)e;. La démonstration du
troisieme énoncé est similaire, on la laisse comme un exercice. O

Corollaire 6.4. — Soient F un espace vectoriel normé et (fi)%_, une famille de
fonctions définies sur un ouwvert non-vide V de F. Soit f : V — E la fonction définie
comme (x € V) —> fi(x)er + -+ + fa(x)eq. Soit g une application définie sur un
voisinage de f(x) est & valeur dans un autre espace vectoriel normé G. Soit a un
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élément de V. Si application f est continue en a et dérivable en a dans la direction
de h € F est si la fonction g est différentiable en f(a), alors la fonction composée
go [ est dérivable en a dans la direction de h. En outre, on a

d
Ou(g 1)(a) = 3" Onfi(@)d.,g(f(a).

Démonstration. — Comme la fonction g est différentiable en f(a), elle est continue
en f(a). Donc la fonction composée g o f est bien définie dans un voisinage de a. En
outre, pour t € R dont la valeur absolue est suffisamment petite, on a

(g0 f)la+th) —g(f(a)) = g(f(a) + (f(a+th) — f(a)) — g(f(a))
= Dyg(f(a))(f(a+th) — f(a)) + o(|| f(a +th) = f(a)l])

Comme f est dérivable en a dans la direction de h, on a

d
fla+th) = f(a) = tOnf(a) + o|t]) = Ztahfi(a)ei +o([t)-

Par conséquent, (g o f)(a+th) = g(f(a)) = t 20, Onfi(a)de,9(f(a)) + o([t]). O
Remarque 6.5. — Soit E un espace vectoriel de rang fini sur R et (e;)%_; une base
de E. Pour tout i € {1,...,d}, soit e/ : E — R la projection sur la i-éme coordonnée:

elle envoie Aje; + - -+ + Ageq vers A;. C’est une application linéaire entre des espaces
vectoriels de rang fini sur R, donc est continue. On en déduit qu’elle est différentiable.
Si f est une application définie sur un ouvert d’un espace vectoriel normé F vers F
qui est différentiable, alors il en est de méme de chaque f; = pr; o f. Sachant que la
fonction f s’écrit sous la forme f = fieq + -+ + fieq, on obtient que la fonction f
est différentiable si et seulement si chaque projection f; (i € {1,...,d}) lest, compte
tenu de la proposition 6.3.

6.2. Matrice jacobienne

Soit d > 1 un entier. On désigne par (e;)%_, la base canonique de R?. Considérons
une application f définie sur un ouvert non-vide U de R? et & valeurs dans R<.
L’application f s’écrit sous la forme fie; + --- + fqeq, ou chaque f; est une fonction
sur U. Si f est une application différentiable en a € U (ou de fagon équivalente,
chacune des fonctions f; est différentiable en a), on appelle matrice jacobienne la
matrice carrée de la forme

Oerfa@) Derfala) - Desfula)
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On observe aussitot que D f(a) est inversible si et seulement si le déterminant de la
matrice jacobienne est non-nul.

Exzemple 6.6. — Considérons I'application f : ]0,+oc[ xR — R? qui envoie (r,0)
en (rcos(f),rsin(f)). On a

_ (cos(0) —rsin(0)
Ir(r,0) = <sin(9) r cos(0)
Le déterminant de J(r,0) est r, qui est strictement positif.
Exemple 6.7. — Considérons I’application g : ]0, +-00[ xR? — R? qui envoie (r, 0, )
en (rcos(f) cos(1)), r cos(#) sin(z)), rsin(h)). On a

cos(#) cos(¢p) —rsin(f)cos(yp) —rcos(f)sin(t))
Jg(r,0,¢) = | cos(0)sin(¢p)  —rsin(f)sin(¢p) 7 cos(8) cos(v)
sin(0) 7 cos(f) 0
Donc
dét(J,(r, 0,1)) = sin(8)(—r* sin(6) cos(#)) — r cos(8) (r cos(#)?)

= —r2cos(6).

6.3. Norme d’opérateur, dérivées supérieures

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. On désine par Z(E, F') 1’espace
vectoriel des applications linéaire continue de E vers F. Pour tout ¢ € Z(E,F), on
définit

@) _

= le@)Il-
cerNoy N2l yem, y=1
C’est un élément dans R, compte tenu du corollaire 2.7.

lell :=

Proposition 6.8. — L’application |.|| : L(E,F) — Rxo qui envoie ¢ en |p| est
une norme sur L (E, F).

Démonstration. — Si ||¢|| = 0, alors pour tout z € E'\ {0} on a ||¢(z)|| < 0 (et donc
[lp(x)]| = 0). On en déduit que ¢ = 0. En outre, pour tout A € R et tout y € E on a

(A@)(y) = Ap(y). Done

[Apll = sup Al [le@I=[Al  sup @)l =[Al- el
yeEE, [ly[[=1 yeEE, [ly[|=1

Enfin, si ¢ et 9 sont deux applications linéaires continues, pour tout y € E tel que
[yl =1ona

(@ + )W = lle(y) + @I < el + L)l
Donc

o+l = sup |lp(y) + @) < llell + 2]
yeE, [lyl=1
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O

Définition 6.9. — Soient E et I deux espaces linéaires normés sur R, et f une
application définie sur un ouvert U de F et a valeurs dans F. On dit que I'application
f est de classe O si elle est continue. De facon récurrsive, pour tout entier n > 1, on
dit que f est de classe C™ si elle est différentiable en tout point de U, et ’application
Df : U — Z(E,F) est une application de classe C*~!. On dit que 'application f
est de classe C si elle est de classe C™ pour tout entier n > 0.

Remarque 6.10. — On note Z(E, F) = Z(E, F), et pour tout n > 2, on note
(de fagon récurssive) L (B, F) = L(E, 2" Y(E,F)). Si f:U — E est une
application de classe C™, alors I’application
D"f:=D(D(D---D(f)---)): U — Z"™(E,F)
n fois

est bien définie et est continue sur U. En outre, pour tout a € U et tout (hq,...,h,) €
E™, on désigne par D" f(a)(hy,...,hy,) le vecteur D™ f(a)(hy)(hs)---(h,) € F.
L’application D™ f(a) : E™ — F est n-linéaire (c’est-a-dire qu’elle est linéaire par
rapport & chaque coordonnée) et continue. Si h est un élément de E, on utilise
I'expression D" f(a)(h(™) pour désigner D" f(a)(h,..., h).

\w-—/

n copies
Définition 6.11. — Soit ¢ : E™ — F une application n-linéaire. On dit que ¢ est
symétrique si, pour toute bijection o : {1,...,n} = {1,...,n} on a

90(37(:(1), s 7x0(n)) = Sp(xla s 7$n)-
Proposition 6.12. — Soit ¢ : E™ — F wune application n-linéaire continue
symétrique. Soit f : E — F Uapplication qui envoie x € E en ¢(x,...,z). Alors
Uapplication f est de classe C*°, et on a

n!
Dkf(x)(h177hk) = HSD( Ly.oooy X 7h17"'7h1€)7 ke {0,,TL},

n—k copies

et DFf =0 lorsque k > n.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Le cas ou n = 1 est trivial.
Supposons maintenant que le résultat a été démontré pour n — 1 (ott n > 2). Pour
tous éléments x et h dans F, on a

n

ot 1) = 1) = 3 ()t 19) = ol 1) -+ o).

k=1
On obtient donc que f est de classe C et que Df(z)(h) = @(x™~ Y, h). Soit
o1: B — Z(EF)
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Papplication (n — 1)-linéaire qui envoie (z1,...,2,—1) en l'application z,
o(T1,. .., Tp_1,Tn), alors on a Df(x) = p1(z,...,z). On applique 'hypthese de
récurrence a D f et 1 et obtient le résultat. O
Théoréme 6.13. — Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R et f une

application définie sur un ouvert U de E et a valeurs dans F', qui est de classe C™.
Alors pour tout a € U Uapplication n-linéaire D™ f(a) : E™ — F est symétrique. En
outre, pour tout (hi,...,hy) € E™, Uapplication Op, -+ On, f : U — F est bien définie
et on a

O, ++ On, f(x) = D" f(x)(h1,...,hn)
quel que soit x € U.
Démonstration. — Quitte a passer au complété de 1’espace vectoriel normé F' on
peut supposer que F' est complet. Comme toute permutation de {1,...,n} s’écrit
comme composé de transpositions, il suffit de montrer le résultat dans le cas oun = 2

(appliqué & D"~2f lorsque I’on considere le cas général). Pour tous les nombres réels
A et p suffisamment petits, soit

A, p) = f(a+ Ahy + pha) = fla+ M) = fa + phe) + f(a).
La fonction A est différentialble dans un voisinage ouvert de (0,0), et on a
OuA(N, 1) = Ony fa+ Ahy + pha) — On, f(a + phs),

d’ott
1
A\ p) = u/ On, f (@ + Ahy + spho) — Oh, f(a + sphe) ds
0

1 1
= )\/J/ / 8h1 6h2f(a +tAhq + S[th) dt ds.
0 0

Comme f est de classe C?, on obtient A\, ) = AuDf(a)(hy,h2) + o(Ap). Par le
méme argument (en intervertisant les roles de A et ), on obtient

A\, p) = AuD f(a)(ha, hi) + o(Ap).

Le résultat est donc obtenu. O

6.3.1. Formule de Taylor. — La formule de Taylor décrit des propriétés locales
fines d’une application différentiable a I’ordre supérieur.

Lemme 6.14. — Soient E et F deux espaces linéaires normés sur R, et g une ap-
plication définie sur un ouvert U de E et a valeurs dans F', qui est de classe C™. Sia
est un point de U avec D* f(a) soit Uapplication nulle pour tout k € {0,...,n}, alors
on a f(x) =o(||lz — a|]|™) lorsque z — a.



6.4. COMPORTEMENT LOCAL D’UNE FONCTION DE CLASSE C? 29

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur n. Le cas ou n = 0 est trivial.
Supposons que le résultat est démontré pour n — 1 (n > 1). Comme f est de classe
C", elle est continuement différentiable, d’out

1
Fla+h) — fla) = / Onfla+th)dt
0
L’hypothese de récurrence montre que |Df(a + th)|| = o(||h]|*~!). Donc

[0nf(a+th)[| = [Df(a+th)(h)]| = ol[A]").

Le résultat est donc démontré. O

Théoréme 6.15. — Soient E et F' deux espaces linéaires normés sur R, et f une
application définie sur un ouvert U de E et a valeurs dans F, qui est de classe C™.
Alors pour tout a € U on a

- L
h) =Y —D*f(a)(h™) + o(||h]").
fla+ kZ:: i )+ o(lIRl")
Démonstration. — L’application
1
g(x) == fl@) =) ngf(a)((w —a)®)
k=0 "

de U vers F est de classe C", et on a D*g(a) = 0 pour tout k € {0,...,n}, compte
tenu de la proposition 6.12. Par le lemme 6.14, on obtient le résultat. O

6.4. Comportement local d’une fonction de classe C?

Dans ce paragraphe, on fixe un espace vectoriel de rang fini E. Soit f une fonction
définie sur un sous-ensemble non-vide A de E. On dit quun point a € A est un
maximum (resp. minimum) local de la fonction f §’il existe un voisiange U de a
dans A tel que f(a) > f(z) (resp. f(a) < f(x)) quel que soit € U. On dit que a
est un maximum (resp. minimum) global de la fonction f si pour tout € A on a
fla) = f(z) (resp. f(a) < f(x)). On dit que a est un extremum local (resp. global)
§'il est un maximum local (resp. global) ou un minimum local (resp. global).

Proposition 6.16. — Soit f une fonction définie sur un ouvert U de E qui est
dérivable en a € U dans la direction de h € E. Si a est un extremum local de f, alors

ahf(a) =0.

Démonstration. — Sans perte de la généralité, on peut supposer que a est un max-
imum local de f. Pour tout nombre X suffisamment petit, on a f(a + Ah) < f(a).
Donc
. fla+Ah) — f(a) fla+Ah) = f(a)
— £ 0 7 T 7> — _—
Onfla) = lim ) >0 et Onfla)= lim )
d’ott Oy, f(a) = 0. O

<0,
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Remarque 6.17. — Soient f un fonctoin définie sur un ouvert non-vide U et a un
point de U. On dit que a est un point critiquede f si la fonction f est différentiable
en a et si Df(a) = 0. La proposition précédente montre que, si a est un extremum
local de la fonction f et si la fonction f est différentiable en a, alors a est un point
critique de f.

Soit ¢ : E'x E — R une forme bilinéaire symétrique sur E. On dit que ¢ est définie
positive (resp. négative) si pour tout élément non-nul x € F on a ¢(x,x) > 0 (resp.
o(z,z) <0)

Théoréme 6.18. — Soit f une fonction de classe C? définie sur un ouvert non-
vide U de E. Si a est un point critique de f et que D?f(a) soit définie positive (resp.
négative), alors a est un minimum (resp. mazimum) local de la fonction f.

Démonstration. — Pour tout vecteur h € E tel que ||h| soit assez petit, la formule
de Taylor d’ordre 2 montre que

fla+h) = f(a) + Df(a)(h) + D*f(a)(h, h) + o(||A]]*).

Donc f(a+ h) — f(a) = D?f(a)(h,h) + o(||h||?*) puisque a est un point critique de f.
Supposons que D?f(a) est défini positif. Comme le cercle unité de E est compact,
il existe ¢ > 0 tel que ||[D%f(a)(h,h)| = ¢||h||?> pour tout h € E. Par conséquent, si
||| est assez petit, on a f(a+ h) — f(a) = 0, et donc @ est un minimum local de
f. La démonstration de l'autre assertion est trés similaire et est laissée comme un
exercice. O

Définition 6.19. — Soit f une fonction de classe C? définie sur un ouvert non-vide
U de R?. Si a est un point de U, on désigne par H¢(a) la matrice symétrique

92, f(a) 0e,0c,f(a) -+ 0,0, f(a)
3§2f(a) 8622 e ac2aedf(a)
92,f(a) 0e,0c,f(a) -+ 32 fla)
appelée la matrice hessienne de f en a, ou (eq,...,eq) désigne la base canonique de

R9. Par définition, si h = aje; + ... + ageq est un élément de R%, alors on a

D?f(a)(h,h) = (a1, .. .,aq)Hy(a)

ad

En particulier, D2 f(a) est défini positive si et seulement si toutes les valeurs propres
de Hy(a) sont strictement positives.
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Remarque 6.20. — Considérons une matrice symétrique carrée

a b
b ¢’
Son polynéme caractéristique est P(A\) = A2 — (a + ¢)A + (ac — b?). Donc les valeurs

propres de cette matrice sont strictement positives si et seulement si a + ¢ > 0 et
ac —b% > 0.



