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Feuille d’exercices 1

Exercice 1 Déterminer les bornes inférieure et supérieure des ensembles suivants.

1) R ;

2) {x− bxc |x ∈ R} ;

3) {(1 + (−1)n)n+1
n |n ∈ Z, n > 1} ;

Exercice 2 Déterminer les limites inférieure et supérieure des suites suivantes.

1) (n)n∈N

2) ((−1)n)n∈N

3) (an)n∈N telle que a0 = 1 et an+1 = 1 + a−1n (n ∈ N).

Exercice 3 Soient (an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de nombres réels.

1) On suppose que la suite bn est bornée. Montrer les inégalités suivantes

lim sup
n→+∞

(an + bn) 6
(

lim sup
n→+∞

an

)
+
(

lim sup
n→+∞

bn

)
,

lim inf
n→+∞

(an + bn) >
(

lim inf
n→+∞

an

)
+
(

lim inf
n→+∞

bn

)
2) On suppose que (bn)n>n0

converge dans R. Montrer les égalités suivantes.

lim inf
n→∞

(an + bn) = lim inf
n→∞

an + lim
n→∞

bn,

lim sup
n→∞

(an + bn) = lim sup
n→∞

an + lim
n→∞

bn.

Exercice 4 Soit (an)n>0 une suite de nombres positifs. On suppose que an+m 6 an +
am quels que soient n et m.

1) On fixe un entier n > 1. Montre que, pour tout k ∈ N\{0} et tout r ∈ {0, . . . , n−1},
on a akn+r 6 kan + ar.

2) En déduire que

lim sup
m→∞

am
m

6
an
n

quel que soit n > 1. On peut utiliser le résultat de l’exercice précédent.

3) Montre que la suite (an/n)n>1 est convergente et que

lim
n→∞

an
n

= inf
n>1

an
n
.



Exercice 5 On appelle fonction affine toute fonction sur R de la forme x 7→ ax+b, où
a et b sont deux constantes réelles. Soit f une fonction continue définie sur un intervalle
fermé [a, b] qui est deux fois différentiable sur ]a, b[. On suppose que f ′′(x) > 0 quel
que soit x ∈ ]a, b[

1) En utilisant le théorème des accroissements finis, montrer que la fonction f ′ est
croissante sur ]a, b[.

2) Soit x0 un point de ]a, b[. Montrer que f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0) quel que soit
x ∈ [a, b].

3) En déduire qu’il existe une famille (ϕi)i∈I de fonctions affines telle que f(x) =
supi∈I ϕi(x) quel que soit i ∈ I

4) Soit ϕ une fonction affine. Montrer que, pour toute famille {x1, . . . , xn} de points
dans [a, b] et toute vecteur (ε1, . . . , εn) ∈ [0, 1]n vérifiant ε1 + · · ·+ εn = 1, on a

ϕ(ε1x1 + · · ·+ εnxn) =

n∑
j=1

εjϕ(xj).

5) En déduire que, pour tout (x1, . . . , xn) ∈ [a, b]n et tout vecteur (ε1, . . . , εn) ∈ [0, 1]n

vérifiant ε1 + · · ·+ εn = 1, on a

f(ε1x1 + · · ·+ εnxn) 6
n∑

j=1

εjf(xj).

6) Application : montrer que, si a1, . . . , an, b1, . . . , bn sont des nombres réels, alors

(a1b1 + · · ·+ anbn)2 6 (a21 + · · ·+ a2n)(b21 + · · ·+ b2n).

Indication : sans perte de généralité on peut supposer les bi non-nuls. On applique
alors le résultat de 5) à la fonction f(x) = x2 dans le cas où

xi = ai/bi et εi = b2i /(b21 + · · ·+ b2n).

7) En déduire que, si a1, . . . , an, b1, . . . , bn sont des nombres réels, alors√
(a1 + b1)2 + · · ·+ (an + bn)2 6

√
a21 + · · ·+ a2n +

√
b21 + · · ·+ b2n.

Exercice 6 Soit U un ouvert non-vide dans R. Pour tout point x ∈ U , soit ax la borne
inférieure de l’ensemble {y ∈ R : [y, x] ⊂ U}, soit bx la borne supérieure de l’ensemble
{y ∈ R : [x, y] ⊂ U}.
1) Soit x ∈ U . Montrer que l’intervalle Ix := ]ax, bx[ est contenu dans U .

2) Soient x et y deux points de U . Montrer que, ou bien Ix ∩ Iy = ∅, ou bien Ix = Iy.

3) En déduire que U s’écrit comme la réunion disjointe d’intervalles ouverts.

Exercice 7 Soit A un sous-ensemble non-vide de R. Pour tout point x ∈ R, on désigne
par d(x,A) la borne inférieure de l’ensemble {|x− y| : y ∈ A}. Montrer que

A = {x ∈ R : d(x,A) = 0}.


