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Exercice 1 Pour tout entier d > 1 et tout r > 0, on désigne par Bd(r) la boule ouverte
de rayon r dans Rd centrée en 0, définie comme

Bd(r) := {(x1, . . . , xd) |x21 + · · ·+ x2d < r2}.

1) Montrer que 1lBd(r) ∈ L1(Rd).
2) Pour tout élément P ∈ Rd, soit Bd(P, r) l’ensemble

{P +Q |Q ∈ Bd(r)}.

Montrer que 1lBd(P,r) ∈ L1(Rd) et∫
Rd

1lBd(P,r)(x) dx =

∫
Rd

1lBd(r)(x) dx.

3) On désigne par Vd(r) le volume de Bd(r), défini comme

Vd(r) :=

∫
Rd

1lBd(r)(x) dx.

Montrer que Vd(r) = rdVd(1).

4) En utilisant le théorème de Fubini, montrer que

Vd(1) =

∫ 1

−1
Vd−1(

√
1− t2) dt

5) En effectuant un changement de variables, montrer que

Vd(1) = Vd−1(1)

∫ π/2

−π/2
cos(θ)d dθ.

6) Déterminer les valeurs de V1(1), V2(1) et V3(1).

Exercice 2 Soit E la fonction définie sur R telle que

E(x) =

{
e1/x, x < 0,

0, x > 0.

1) Montrer que, si P est un polynôme, alors on a

lim
x→0

P (1/x)E(x) = 0.



2) En déduire que la fonction E est de classe C∞.

3) Soient a < b deux nombres réels. Montrer que F (x) = E(a−x)E(x− b) (x ∈ R) est
une fonction de classe C∞ et à support dans [a, b].

4) Montrer que la fonction H : Rd → R définie comme

H(x1, . . . , xd) = E(x21 + · · ·+ x2d − 1)

est de classe C∞ et est à support compact.

Exercice 3 On désigne par C∞c (R) l’espace vectoriel des fonctions sur R qui sont de
classe C∞ et à support compact. Le but de cet exercice est de montrer que C∞c (R) est
dense dans L1(R). On fixe une fonction positive χ ∈ C∞c (R) telle que∫

R
χ(x) dx = 1.

1) Pour toutes fonctions ϕ ∈ C∞c (R) et f ∈ L1(R), on définit ϕ ∗ f : R→ R telle que

(ϕ ∗ f)(x) =

∫
R
ϕ(x− y)f(y) dy.

Montrer que ϕ ∗ f est bien définie et est une fonction de classe C∞. En outre, pour
tout entier n > 1, on a (ϕ ∗ f)(n) = ϕ(n) ∗ f .

2) Montrer que, si ϕ ∈ C∞c (R) et si f ∈ L1(R) est à support compact, alors ϕ ∗ f ∈
C∞c (R).

3) Pour tout entier n > 1, soit χn ∈ C∞c (R) définie comme χn(x) = nχ(nx). Montrer
que ∫

R
χn(x) dx = 1.

4) Soit f une fonction continue à support compact sur R. Pour tout entier n > 1, soit
fn = χn ∗ f . Montrer que la suite de fonctions (fn)n∈N converge uniformément vers
f , autrement dit,

lim
n→+∞

sup
x∈R
|fn(x)− f(x)| = 0.

En déduire que C∞c (R) est dense dans Cc(R) relativement à la norme ‖.‖sup, définie
comme ‖f‖sup = supx∈R |f(x)|.

5) Soit g une fonction dans L1(R). Pour tout entier n > 1, soit gn = χn ∗ g. Montrer
que gn ∈ L1(R) et que

lim
n→+∞

‖gn − g‖L1 = 0.

En déduire que C∞c (R) est dense dans L1(R) pour la semi-norme ‖.‖L1 .


