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CHAPITRE 2

INDEPENDANCE

2.1. Produit de mesures o-finies

Soient (E,€&) et (F,F) deux espaces mesurables. On suppose donner des
mesures o-finies 1 et v sur ces deux espaces mesurables respectivement. Le but
de ce paragraphe est de construire une mesure o-finie sur l’espace mesurable
produit (E x F, € ® F), qui vérifie certaines bonnes propriétés. On commence
par un critére de mesurabilité successive comme dans la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. — Soit f une fonction sur ExF qui est EQF -mesurable.
Pour tout © € E, la fonction de F vers R qui envoie y € F en f(x,y) est F-
mesurable.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer f positive et
bornée. Soit ‘H I’ensemble des fonctions positives et bornées h sur E x F telles
que y +— h(x,y) soit F-mesurable. C’est une A-famille de fonctions positives
et bornées sur ¥ x F. En outre, H contient ’ensemble C des combinaisions
linéaires a coefficients positifs de fonctions de la forme (x,y) — hi(x)ha(y), ou
h1 et hg sont des fonctions positives, bornées et mesurables sur (E, &) et (F, F)
respectivement. La famille C est certainement stable par la multiplication. Donc
‘H contient toute fonction positive, bornée et o(C) = £ ® F-mesurable. O

Théoréme 2.1.2. — Si f est une fonction positive et £ R F-mesurable. Alors
la fonction

- /F f(,y) v(dy)
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est E-mesurable. En outre, il existe une unique mesure o-finie p ® v sur (E X
F,E® F) telle que

ey [ hey@eded) = [ [ i) v
ExF EJF
pour toute fonction positive et £ ® F-mesurable h.

Démonstration. — Soit H I'ensemble des fonctions h positives, bornées et (€®
F)-mesurables telle que

- /F f(.y) v(dy)

soit F-mesurable. La famille H est une A-famille. En outre, H contient ’en-
semble C des combinaison linéaires & coefficients positifs de fonctions de la
forme (z,y) — hi(z)ha(y), ot hy et hg sont des fonctions positives, bornées et
mesurables sur (E, &) et (F, F) respectivement. La famille C est stable par mul-
tiplication, donc H contient toutes les fonctions positives, bornées et (€ ® F)-
mesurables, compte tenu du théoréme 1.1.16.

On désigne par Gy la famille des sous-ensembles de E x F' qui s’écrivent sous
la forme A x B, ot A € £ et B € F. C’est un semi-anneau de sous-ensembles
de E x F' et 'application

Ax B /E /F Ly (2, y)v(dy) p(dz)

définit une fonction o-additive sur Gy. D’aprés le théoréme 1.2.27, cette ap-
plication s’étend de fagon unique en une mesure o-finie sur £ ® F que 'on
note comme p ® v. L’égalité (2.1) est vérifiée pour toute combinaison linéaire
a coefficients positifs de fonctions de la forme laxpg, ot A € £ et B € F.
D’aprés le théoréme de classe monotone 1.1.16, on obtient que 'égalité (2.1)
est véfrifiée pour toute fonction positive, bornée et (£ ® F)-mesurable. Enfin,
d’aprés la proposition 1.2.17, on obtient que 'égalité (2.1) est véfrifiee pour
toute application (€ ® F)-mesurable de E x F vers [0, +00]. O

Corollaire 2.1.3 (Fubini). — Soit f une fonction sur E X F qui est E® F-
mesurable. Alors f est intégrable par rapport & p @ v si et seulement si

[ [ 1) < +o.
EJF
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En outre, si f € LY E x F,EQF,u®@v), alors on a

f(z,y) (p@v)(dz,dy)
ExF

- /E /F F( y)w(dy)p(dz)
- /F /E f(, y)u(dz)v(dy).

Remarque 2.1.4. — On peut étendre naturellement les résultats présentés
dans ce paragraphe au cas du produit d’'un nombre fini d’espaces mesurables
munis des mesures o-finies.

2.2. Indépendance des événements

Dans ce paragraphe, on fixe un espace de probabilité (2, F,P). Soit (A4;)ier
une famille d’événements dans F. Si, pour tout sous-ensemble fini J de I on a

+(4) - I
jeJ jeJ
on dit que les événements (A;);er sont mutuellement indépendants (sous la
probabilité P), ou que la famille (A;);cs est mutuellement indépendante.

Soit (A;)ier une famille de sous-ensembles de F. Si toute famille (A;);er
d’événements, telle que A; € A; quel que soit i € I, est mutuellement indépen-
dante, on dit que la famille (A;);c; est mutuellement indépendante.

Dans ce cours, sauf mention au contraire, le mot «indépendant» signifie
«mutuellement indépendant.

Proposition 2.2.1. — Soit (A;)icr une famille indépendante de m-systémes
contenus dans F. Alors la famille (o0(A;))ier est aussi indépendante.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que I est un
ensemble fini, disons est {1,...,n}, et que 2 € A; pour tout i. Sous ces hy-
pothése, l'indépendance de la famille (A;)! ; est équivalente & la condition
suivante

V(A1 Ap) € AL X X Ay, P(ATN--N Ay) = [ P(A).

Dans la suite, on suppose n > 2 car le cas ot n = 1 est trivial.
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Montrons d’abord que la famille (Ay,..., A,—1,0(Ay)) est indépendante.
On désigne par G 'ensemble des B € F tel que, pour tout (A4y,...,A4,-1) €
./41 X oo X .Anfl

]P)(Al N---NA,_1N B) = P(Al) .- P(Anfl)P(B)

C’est un A-systéme qui contient le w-systéme A,. Le corollaire 1.1.3 montre
alors que G O o(Ay). On obtient donc l'indépendance de la famille
(A1,...,Ap—1,0(Ay)). Si on applique ce résultat pour n fois, on obtient
I'indépendance de la famille (o(A1),...,0(Ay)). O

Soient (X;);er une famille de variables aléatoires F-mesurables a valeurs
dans des espaces mesurables ((E;,&;))icr, on dit que la famille (X;);er est
indépendante (ou que les variables aléatoires X;, i € I, sont indépendante) si
la famille de tribus (0(X;));er est indépendante.

Corollaire 2.2.2. — Soit (X;)!'_, une famille finie de variables aléatoires
réelles. La famille (X;)!'_, est indépendante si et seulement si, pour tout
(Z1,...,zp) ER™, 0n a

P(X1 < a1,. .0, X S an) = [[P(XG < ).
i=1
Démonstration. — La tribu o(X;) est engendré par le m-systéme

L’énoncé résulte donc de la proposition 2.2.1. O

Proposition 2.2.3. — Soient (2, F,P) un espace de probabilité et (X;)I'
une famille indépendante de variables aléatoires intégrables. Alors le produit
[Ti-, X; est également une variable aléatoire intégrable, et on a

(22) E[X; - Xn] = [ [ E[XA].
k=1

Si de plus les variables aléatoires X; sont carré intégrables, alors on a

(2.3) var(Xy + -+ X,) = Y var(Xp).
k=1
Démonstration. — Soit X la variable aléatoire (X,...,X,) : 2 — R™. L’in-

dépendance de la famille (X7, ..., X,) montre que la loi de probabilité de X
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s’identifie au produit des lois de probabilité de X7, ..., X,,. L’égalité (2.4) pro-
vient donc du théoréme de Fubini. Enfin, pour montrer I’égalité (2.3), il suffit
de traiter le cas ot m = 2. On a

var(X + X2) = E[(X1 + X2)?] — (E[X1] + E[X2])?
= E[X? + 2X1 Xo + X2] — E[X1)? + 2E[ X ]E[X,] 4+ E[X,)?
= E[X?] + E[X2] — E[X1]? — E[X)? = var(X1) + var(Xy),

ou la deuxiéme égalité provient de (2.4). O

Ezxzemple 2.2.4. — Soit Xi,...,X,, une famille indépendante de variable
aléatoires qui suivent la loi de Bernoulli B(p) avec le méme paramétre
p € [0,1]. Alors la somme X = X + - - -+ X, suit la loi binomiale B(n,p). On
obtient donc E[X]| = np et var[X] = np(1 — p).

2.3. Mesure de probabilité produit infini

Soit ((E4,&;))ier une famille infinie d’espaces mesurables. Pour tout ¢ €
I, soit P; une mesure de probabilité sur (E;, &;). Soit (E, &) le produit des
espaces mesurables ((E;, &;))ier. Pour tout A € &, il existe un sous-ensemble
dénombrable J de I et un élément A’ € Q) ;&) tel que

A=A x ( 11 E>
i€I\J
En effet, les sous-ensembles de E qui vérifient cette condition forment une tribu
de F, qui continent une sous-famille engendrant la tribu £. Donc cette tribu

s’identifie a &.

Théoréme 2.3.1. — Il existe une unique mesure de probabilité P sur (E,E)
telle que, pour toute famille (A;)icr € [[;c; & avec Ay = E; pour tout sauf un
nombre fini d’indices i € I, on a

(2.4) p(T]4:) = TPi4)
icl icl

Démonstration. — On désigne par Fy la famille des sous-ensembles de E de
la forme (A;)ier, out 4; € & quel que soit ¢ € I, et A; = E; pour tout sauf un
nombre fini d’indices ¢ € I. On définit une application P : Fy — [0, 1] comme
le membre de droite de la formule (2.4). La famille Fy est un semi-anneau et P
est une application additive. En outre, o(Fy) s’identifie a la tribu produit des
& (1 € I). D’aprés le théoréme 1.2.27, il suffit de montrer que l'application P
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est o-additive. Soit (A, )nen une famille d’ensembles dans Fy qui sont deux-
a-deux disjoints, telle que £ = |J, ey An- Montrons que > P(A4,) = 1 par
absurde. On suppose dans la suite que ) P(4,) < 1.

Traitons d’abord le cas ot I est un ensemble dénombrable, disons I = N.
Chaque ensemble A,, s’écrit donc de la forme

Ap=Apo X Apa X -

ot chaque A, ; € & et il existe i, € N tel que A, ; = E; dés que i > i,,. Pour
tout entier £ € N, on définit une fonction Hy sur Ey X --- X Ej, comme

Hy(zo, ..., 28) = Y ( 11 Pj(An,j)> - <i]i)11An,i(xi)).

neN N j>k
C’est une fonction qui prend valeurs dans [0, 1]. Montrons qu’il existe un élé-
ment € = (x;);>0 € E tel que Hi(zo,...,zx) < 1 pour tout k € N. D’abord la
condition ) yP(A,) < 1 montre que

Ho(CE) ]P)(](dl‘) <1,
Eq

il existe alors un xg € Ey tel que Hy(xg) < 1. Le cas général résulte de la
relation

Hk‘('xﬂa"wmk‘) = Hk-‘rl(xO)"'axkvx) Pk+1(dl‘)
Egy1
par récurrence sur k. Soit m € N tel que © € A,,. On a évidemment

[T BiAny) ) - ﬁﬂAm,xm — 1
=0

J>im
Cela contradit la relation H;, (zo,...,z;, ) < 1.

Dans le cas ot I n’est pas dénombrable, on peut choisir un sous-ensemble
dénombrable J de I tel que

Ane{< 11 Ez»)xA’

ieI\J

Xe®e } |

jeJ
Le résultat que 'on a démontré appliqué a (HjeJ E;, ®j€JEj) conduit & 'in-
égalité souhaitée. O

Corollaire 2.3.2. — Soient (Q, F,P) un espace de probabilité et (X;)ier une
famille de variables aléatoires dans des espaces mesurables ((E;, &;))ier. Alors
la famille (X;)icr est indépendante par rapport & la mesure de probabilité P
si et seulement si la loi de la variable aléatoire X = (X;)ier : Q@ — [[;c; B
s’identifie au produit des lois de probabilité des X; (i € I).
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2.4. Lemme de Borel-Cantelli, loi du zéro-un

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Si (A, )nen est une suite d’éléments
de F, on désigne par limsup A,, 'ensemble

n—+oo
N U 4

n=>1k>n
Rappeolons que la fonction indicatirice de cet ensemble n’est rien d’autre que
la limite supérieure de la suite (14, )nen-

Proposition 2.4.1 (Lemme de Borel-Cantelli). — Soient (Q,F,P) un
espace de probabilité et (Ap)nen une famille indépendante d’événements dans
F. S8y, enP(An) = 400, alors P(limsup A,) = 1

n—-+o0o

Démonstration. — Comme la famille (Ag)g>, est indépendante, il en est de
méme de (Af)g>rn. Donc on a

PN A7) = [T PR = T = P(4) <exp (= Y P(AR)) =0

k>n k>n k>n

d’ott P(Uy,, Ax) = 1 quel que soit n € N. O

Théoréme 2.4.2 (Loi du zéro-un). — Soient (2, F,P) un espace de pro-
babilité et (Fp)nen une famille indépendante de sous-tribus de F. Pour tout
n € N, soit G, = 0(Uys, Fi)- Soit Goo Uintersection des Gn (n € N). Alors
les tribus Goo et Gy sont indépendantes. De plus, pour tout A € Gso on a

P(A) € {0,1}.

Démonstration. — Pour tout entier n > 1, la tribu G,, est indépendante & la
tribu F; pour tout ¢ € {0,...,n — 1}. On en déduit que G est indépendante
a F; pour tout i € N. Donc elle est indépendante a la tribu Gy = o(U,,cn Fn)-
En particulier, la tribu G, est indépendante a elle-méme. Pour tout A € Gy
on a donc

P(A) =P(ANA) =P(A)>?,
c’est-a~dire que P(A) € {0, 1}. O






