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CHAPITRE 3

CONVERGENCE DE VARIABLES ALEATOIRES

3.1. Diverses notions de convergence

Dans ce paragraphe, on fixe un espace de probabilité (2, F,P).

3.1.1. Convergence presque siire. — Soit (X, ),en une suite de variables
aléatoires sur (€2, F). On dit que la suite (X,),en converge presque stirement
par rapport a P s’il existe un ensemble P-negligeable Qg € F tel que la suite
numérique (X, (w))nen converge quel que soit w € 2\ Q. Si X est une variable
aléatoire F-mesurable sur ) telle que la reation
lim X, =X
Jm X (w) = X (w)

est vérifiée pour tout w € 2 sauf sur un ensemble negligeable, on dit que X est
une limite P-presque sire de la suite (X,,)nen, noté comme

lim X,=X Pps. ou X,Z3%X.

n—-+o0o

La proposition 1.1.8 montre que, si la suite (X,,)nen converge presque stire-
ment, alors elle admet toujours une limite P-presque siire qui est F-mesurable.
En outre, la limite presque stire d’'une suite est unique a une fonction negli-
geable prés.

Proposition 3.1.1. — Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires F-
mesurables. Si

D E[Xn — Xnp1| A1) < +oo,
neN

alors la suite (Xp)nen converge presque strement.
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Démonstration. — La condition du théoréme montre qu’il existe un ensemble
negligeable A € F tel que

D 1 Xn(w) = Xpa(w)| Al < +o0

neN
pour tout w € Q\ A. Cette condition montre que la série ) n[Xn(w) —
Xp+1(w)| est convergente, et en particulier, la suite (X, (w)),en est conver-
gente. ]

3.1.2. Convergence en probabilité. — Soient (X,,),cn une suite de va-
riables aléatoires sur (€2, F) et X une variable aléatoire sur (€2, F). On dit que
la suite (X,,)nen converge en probabilité vers X si, pour tout € > 0, on a
lim P(|X, —X|>¢)=0,
n—-+00
noté comme
X, = X.

Proposition 3.1.2. — Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires qui
converge presque sirement vers une wvariable aléatoire X. Alors la suite
(Xn)nen converge en probabilité vers X .

Démonstration. — Quitte & modifier les valeurs des X,, sur un ensemble ne-
gligeable, on peut supposer que la suite de fonctions (Xp,),en converge sim-
plement vers X. En particulier, pour tout e > 0, la suite (Ijx,—x|>})nen
converge vers la fonction nulle. Le théoréme de convergence dominée montre
alors que la suite (P(| X, — X| = €))nen converge vers 0. La démonstration est
donc achevée. O

La réciproque de la proposition précédent n’est cependant pas vrai. On consi-
deére l'espace Q = [0, 1] muni de la tribue borélienne et la mesure de probabilité
uniforme. Pour tout entier n € N, n > 1 il existe un unique k(n) € N telle que
n € [2F0) 2R+ Soit X, la fonction sur [0,1] telle que

X, (1) = 1, sin/2¥M <t 41 < (n41)/260),
S 0, sinon.

Pour tout € > 0, on a P(|X,,| < €) < 1/n, donc la suite (X,,)nen converge en
probabilité vers 0. Cependant, pour tout ¢ € [0, 1], la suite (X,,(t))nen prend
la valeur 1 pour une infinité de fois. Donc la suite (X,,)nen ne converge pas
presque slirement.

Bien que la convergence en probabilité n’est pas équivalente & la conver-
gence presque stre, la proposition suivante montre que toute suite de Cauchy
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pour la convergence en probabilité admet une sous-suite qui converge presque
stirement.

Proposition 3.1.3. — Soit (X,,)nen une suite de wvariables aléatoires sur
(Q, F) telle que,

Ve >0, Nlirn sup P(|X,, — Xp| =€) =0,

—+0nm>N

alors il existe une sous-suite de (Xp)nen qui converge presque sdirement. En
outre, la suite (X, )nen converge en probabilité vers une variable aléatoire JF -

mesurable.
Démonstration. — Par récurrence on peut tirer une sous-suite (X, )xen telle
que
VEkeN, P(X,, —Xn,,,|>27%) <27%
Donc

E[|Xn, = Xnypa | A1) <2075

D’aprés la proposition 3.1.1, on obtient que la suite (X, )xen converge presque
strement. Soit X une limite presque stre de la suite (X,, )ren. D’aprés la
proposition 3.1.2, on obtient que la suite (X, )xen converge en probabilité vers
X. La condition de la présente proposition montre alors que la suite (X, )nen
converge en probabilité vers X. O

3.1.3. Convergence LP. — On a vu dans le chapitre précédent que la
convergence presque stire dominée implique la convergence pour la semi-norme
||.||l.ze. Cette implication n’est pas vraie sans condition de dominance. On peut
considérer 'espace = [0,1] muni de sa tribu borélienne et la mesure de
probabilité uniforme. Pour tout n € N, n > 1 soit X;, = nlljg,-1j. Alors la
suite (X, )n>1 converge presque stirement vers la fonction nulle. Cependant,
| Xnll.zr = n®=D/P ne converge pas vers 0 lorsque n tend vers linfini.

Proposition 3.1.4. — Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires qui est
une suite de Cauchy dans £LP(Q, F,P), alors elle converge en probabilité vers
une variable aléatoire X. En outre, elle converge aussi vers X par rapport a la
semi-norme ||| .¢».

Démonstration. — En effet, pour tout € > 0 on a

V(n,m) e N2 E[X,— XnlP] > PP(| X, — Xpn| =€),
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qui implique que

lim sup P(|X, —Xn| >¢)=0.
N—+o00 n,m>=N
D’apreés la proposition 3.1.3, on obtient que la suite (X, ),en converge en proba-
bilité vers une variable aléatoire X. En outre, il existe une sous-suite (X, )ren
qui converge presque sfirement vers X. D’aprés le théoréme de Fatou, pour
tout N € Non a
E[| Xy — X|P] < lim E[| Xy — X, [P] < sup E[|X, — X"l
k—+oc0 n,m>=N
d’olt
lim E[|X, — X|P] =0.

n—-4o00

O]

Corollaire 3.1.5. — L’espace vectoriel LP(Q), F,P) est compact par rapport
a la norme ||.||p.

3.2. Loi de grand nombre

3.2.1. Rappels sur espérace conditionnelle. — Soit (€2, F,P) un espace
de probabilité et A une sous-tribu de F. Si X est une application F-mesurable
de Q vers [0, +o0], alors
Ar—s E[]] AX ]

définit une mesure sur la tribu 4, qui est absolument continue par rapport
a la restriction de P a A. Le théoréme de Radon-Nikodym (théoréme 1.2.20)
montre qu'il existe une application A-mesurable E[X|A] de Q vers [0, 400,
unique & une modification prés, telle que, pour toute application A-mesurable
Y de 2 vers [0, +00], on ait

E[YE[X|A]] = E[XY].

Si de plus X est une variable aléatoire intégrable, alors E[X|A] est aussi
intégrable. Plus généralement, pour toute variable aléatoire positive et A-
mesurable Y, la variable aléatoire produit XY est intégrable si et seulement
si E[X|A]Y Test. L’unicité presque sire de 'espérance conditionnelle montre
que, pour toutes applications F-mesurables X; et X5 de §2 vers [0, +00] et tout
couple (a,b) de nombres positifs, on a

(3.1) ElaX; + bXa|A] = aE[X:|A] + bE[X2A] P-p.s..

En particulier, si X et Y sont deux applications F-mesurables de Q vers [0, +00]
telles que X <Y p.s., alors on a E[X|A] < E[Y|A] p.s.
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La relation (3.1) permet d’étendre la construction d’espérance conditionnelle
a.ZY(Q, F,P). Soit X une variable aléatoire F-mesurable qui est intégrable. On
peut écrire X comme la différence de deux variables aléatoires positives X7 et

Xy dans £1(Q, F,P). On définit alors E[X|.A] comme la différence E[X|A] —
E[X3|A]. D’aprés la relation (3.1), la classe de E[X|A] dans L*(9, 4, P) ne
dépend pas du choix de la décomposition X = X; — X,. Cette construction
induit une application linéaire de L*(Q, F,P) vers L'(Q, A, P).
Proposition 8.2.1. — L’application linéaire de L' (2, F,P) vers L'(Q, A, P)
induite par E[ - |A] est de norme 1.
Démonstration. — Pour toute X € £(Q, A, P), on a X = E[X|A] p.s., donc
I'opérateur linéaire L' (Q2, 7, P) — L' (1, A, P) induit par 'espérance condition-
nelle est un opérateur de projection (dans un sous-espace vectoriel non-nul),
sa norme est donc > 1. Il reste a établir E[|X]|] > EDE[X\A]” pour tout
X € ZY(Q, F,P). Pour simplifier les notations, on désigne par Y la variable
aléatoire E[X|A]. On a
1 X| > X(Lgyzo01 — Ly <oy)-

Donc

E[|X]] = E[X Iy >0y — Ly <o) = E[Y (Iy >0y — Ly <oy)] = E[Y]]
car lyy >y — Iyy <oy est A-mesurable. La proposition est donc démontrée. [
Proposition 3.2.2. — Soit X une variable aléatoire F-mesurable a valeur
dans [0, 400] ou intégrable.
(1) Si X est indépendante a A, alors E[X|A] = E[X] p.s..
(2) Si X >0, alors pour toute application A-mesurable de 2 vers [0, +00], on

a E[XY|A] = E[X]A]Y.
(8) Si X est intégrable, alors pour toute variable aléatoire A-mesurable Y telle

que XY € LYQ,F,P), on a E[XY|A] = E[X|A]Y.

Démonstration. — (1) Sans perte de généralité, on peut supposer que X = 0.
Pour tout A € A, on a E[X14] = E[X]|P(A), d'ou E[X|A] = E[X] ps..
(2) Pour tout A € Aon a

E[XY14] = E[E[X]A]Y 14],

d’ott le résultat.
(3) La linéairité de l'espérance condintionnelle permet de ramener le pro-
bléme au cas ot X et Y sont positives, ¢’est-a-dire le cas du point (2).
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O]

Les propriétés d’espérance se généralisent naturellement au cas d’espérance
conditionnelle.

Théoréme 3.2.3. — Soit (X,)nen est une famille croissante d’applications

F-mesurables de Q vers [0,+00], X = lim X, alors
n—-+oo

(3.2) E[X|A] = lim E[X,|4] ps.

Démonstration. — Pour tout n € N, on a X,, < Xp41, et donc E[X,,|A] <
E[X,+1|A] p-s.. Il existe alors un ensemble P-negligeable A € A tel que la
suite (E[X,,|A](w))nen soit croissante (et convergeante dans [0, +oc]) pour tout
w € Q\ A. La suite (E[X,|A])nen converge donc presque stirement vers une
variable aléatoire A-mesurable a valeurs dans [0, +00] que 'on note comme Z.
Pour toute application A-mesurable Y : Q — [0, +oc], d’aprés le théoréme de
Beppo Levi, on a

EYZ] = lim E[YE[X,|A]] = lim E[YX,]=E[YX]
n—-4o0o n—-4o0o
Comme Y est arbitraire, on obtient Z = E[X|A] p.s.. O

Théoreme 3.2.4. — Soit (Xp)n>1 une suite d’applications F-mesurables de
Q vers [0,400]. On a
liminf E[X,, | A] > E[lighirnf Xn| A p.S.

n—-+00

Démonstration. — Pour tout entier n € N, soit Y;, = inf,,>, X;. On a Y, <

X,. En outre, la suite (Y,)nen est croissante et converge vers limJirnf X,.
n——+oo

D’aprés le théoréeme 3.2.3, on a
Bliminf X,] = lim B[V 4] < liminfE[X, 4] ps.

O]

Théoréme 3.2.5. — Soient (Xp)n>1 une suite de wvariables aléatoires JF-
mesurables et Y € L1 (Q, F,P) telles que | X,,| <Y quel que soit n. Si X,
converge presque stirement vers une variable aléatoire X, alors la suite d’espé-
rances conditionnelle (E[X,, | A])nen converge vers E[X | A] dans £(Q, A, P)

et presque sirment.

Démonstration. — D’aprés le théoréme de convergence dominée, on ob-
tient que la suite (X, ),en converge dans Z1(Q, F,P) vers X, d’ou la suite
(E[Xn|A])nen converge dans £1(Q, A, P) vers E[X|A], compte tenu de la
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proposition 3.4.5. Enfin, le théoréme 3.2.4 appliqué aux suites (Y — X, )nen €t
(Y + X, )neny montre que

liminf E[X,,|A] > E[X|A] > limsupE[X,,|A] p.s.,

n——+o0o

n—-+o0o

d’olt la convergence presque stire. ]

3.2.2. Filtration et martingales. —

Définition 3.2.6. — On appelle filtration toute suite F = (F,)n>0 de sous-
tribus de F telle que F;, C Fy41 quel que soit n. Etant donnée une filtration I,
on dit qu'une suite M = (M, ),en de variables aléatoires est une F-martingale
si, pour chaque n, M, est une variable aléatoire F,,-mesurable et intégrable,
et si la relation E[My41|F,] = M, p.s. est vérifiée pour tout n € N. On
dit qu’'une suite (A, ),en de variables aléatoires est une F-sous-martingale si
chaque A, est dans £ (Q, F,,, P) et si E[A,11 | Fp] = A, p.s. pour tout n € N.

Soit (Yy)n>1 une famille de variables aléatoires indépendantes d’espérance
nulle. Pour tout n > 1, soit F,, la sous-tribu de F engendrée par Y7, ---,Y,,
et soit M, =Y1 +---+Y,. On pose Fy = {&,Q} et My =0, alors M est une
F-martingale.

Lemme 3.2.7. — Soient X une variable aléatoire F-mesurable intégrable et
A une sous-tribu de F. Si f est une fonction convexe telle que f(X) soit
intégrable, alors

E[f(X)|A] > f(E[X]|A]).

Démonstration. — Soit (x,)nen une suite dense dans R. Pour tout n, il existe
une fonction affine f,(x) = anz + by, telle que f, < f et que fn(x,) = f(xn).
On en déduit f = sup,, fn car les deux fonctions sont convexes (donc continues)
et d’accord sur un sous-ensemble dense de R. Par conséquent,

E[/(X) | A > supB[f(X) | 4] = sup £, (BLX | A) = FELX|A)) ps.

On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.2.8. — Soit F une filtration de la tribu F. Si (My)n>1 est une
F-matingale et si f est une fonction convexe telle que f(M,) soit intégrable pour
tout n, alors (f(My))n>1 est une F-sous-martingale. En particulier, (|Mpy|)n>1
est une F-sous-martingale.
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Démonstration. — D’aprés le lemme 3.2.7, on a
E[f(Mni1) [ Fu] Z f(E[My 1 [ Fo]) = f(Mn)  pes..
O

Proposition 3.2.9. — Soit F une filtration et A = (Ap)nen une F-sous-
martigale. St m < n sont deuzr entiers dans N, on a, pour tout U € F,,,

E[1yA,] = E[ly Ay,
Démonstration. — On a

E[1y A, = E[IyE[A, | Frnl] = E[ly Ap).

La proposition suivant est important dans la théorie des martingale.

Théoréeme 3.2.10 (Doob). — Soient F une filtration et M = (My,)nen une
F-martingale telle que M, € £?(Q, F,P) pour tout n. Alors, pour tout entier
neN, ona

(3.3) E[ max | My < 4E[|M,[?)
ke{0,...,n}
En outre,
(3.4) E[sup | M, |*] < 4sup E[|M,|*].
neN neN
Démonstration. — Pour tout n € N, soit Y, = maxyc(o, .. n} | My|. Sans perte

de généralité, on suppose que Y, n’est pas p.s. nulle. Pour tout a, soit
T, = inf{k >0 : |My| > a}.
On a {Y, > a} = {r, < n} € F,. En outre

aP(Y, > a) = aP(r, < n) < E[|M, |1 coy] = > E[lyy, oy | Mal]
k=1

n
< Z]E[]l{m:k}|Mn” = E[]I{Taén”MnH = E[]I{Yn2a}|Mn|]v
k=1
ou dans la derniére inégalité, on a utilisé la proposition 3.2.9 et le fait que

{ra =k} ={ra <k} \{1a <k—-1} € Fi.

En prenant l'intégrale par rapport a a € [0, 4o00[, on obtient

—+o0
/ aP(Y, > a)da < E[Y, - |M,|] < E[Y2)2E[|M,|?]2,
0
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la derniére inégalité provient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Mais l'intégrale
& gauche n’est rien d’autre que 1E[Y;?]. Dot I'inégalité (3.3). Enfin, par le
théoréme de Beppo Levi, le terme & gauche de (3.3) converge vers celui de
(3.4) lorsque n — +o00, donc ce dernier est majoré par la borne supérieure du
terme a droite de (3.3). O

Corollaire 3.2.11. — Soit M une F-martingale telle que sup,, E[M?2] < +oo0,
alors la suite (My)n>1 converge dans £2(2, F,P) et p.s. vers une variable
aléatoire M.

Démonstration. — Soit K = sup,, E[M?]. Comme la fonction z ~ z? est
convexe, d’aprés l'inégalité de Jensen, on a

E[Mrg—i-l |]:n] 2 E[MnJrl |~7:n]2 = Mz

En prenant I'espérance, on obtient que la suite (E[M?2]),>1 est croissante. On
a donc (M

E[(Mptr — My)* ] =E[M?,,] —EM] < K —E[M -0 (n— +o0).

n

Cela montre que (M,),>1 est une suite de Cauchy dans .£?(Q2, F,P), et donc
converge vers un certain My, € .£2(Q2, F,P) car Pespace .£%(Q, F,P) est com-
plet.

Il reste a établir que (M,)n>0 converge p.s., ou de fagon équivalente,
est p.s. une suite de Cauchy. Pour cela, on considére des majorations de
P(sup; j»n, |M; — Mj| > ¢) pour tous € et n. On a

4
P(sup [M; — M;| > €) < P(sup | M; — My| > €/2) < —E[sup [M; — Mpy[*].
i,j7=n i=n € i=n
Mais (M; — M,,)i>n est une martingale & partir d’indice n. Donc l'inégalité de
Doob (3.4) implique
Efsup |M; — My |*] < 4sup E[|M; — M, |’]

i>n izn
converge vers 0 lorsque n tend vers 'infini. Donc (M,,),>1 est p.s. une suite de
Cauchy. O

Corollaire 3.2.12. — Soient (X,,)n>1 des variables aléatoires indépendantes
carré intégrables, et Sp, = > p_ Xj. Si
n—+oo N 4

b:= lim lZE[}Q]
i=1

1. E[Mpir M) = E[MaE[M, x| F,]] = E[M2).
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existe dans R et si la série Y, -, var(X,)/n* converge, alors S,/n converge
=
presque stirement vers b.

Démonstration. — Sans perte de généralité on peut supposer que E[X,] =0
pour tout n. Soient
X X X
Mn:Tl+72+~~+—", (neN, n>1),
n

et My = 0. C’est une martingale par rapport a la filtration F = (F,,)n>0 telle
que Fo ={2,Q} et F, =o(X1, -+, X,). Comme

n
1
2
E[Mn] = ﬁvar(Xk)
k=1
est uniformément borné, le corollaire 3.2.11 montre que la suite (M, )pen
converge p.s. vers une certaine variable aléatoire My, € £?(Q,F,P). Par

conséquent, @)

Sn 1 My+ -+ M,
S = 2N k(M — M) = M, — Lt Ml M - M =0 ps.
O n

0
3.2.3. Loi de grand nombre. —
Théoréeme 3.2.13 (Kolmogorov). — Soit (X,)n>1 une suite de variables

aléatoires mutuellement indépendantes et qui suivent la méme loi (c’est-a-dire
que les mesures boréliennes px, sont la méme). Pour tout n > 1, soit S, =
X1+ -+ X, On suppose que X1 admette une espérance b € R, alors la suite
de variable aléatoires (S, /n)n>1 converge presque sirement vers b.

2. Si (zn)n>1 est une suite convergente dans R dont la limite est z, alors on a

. T14 -+ Tn
lim ——m— =

n——+oo n

En effet, la suite |z, — x| est bornée par une constante a. Fixons m € N. Pour n > m, on a

$1+"'+£Ifn_m)< |w1—w|+-~-+\$m—m|+ |Tmsr — x| + - + |0 — 2|

n n n
m
< a— + sup |zg — x.
n k>m
En prenant limsup, on obtient
. 1+ + Tn
limsup |—— — z| < sup |zx — |-

n—-+oo n k>m
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Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer E[X,,] = 0. Po-
sons Y, = X1y x,|<n}- D’aprés le théoreme de convergence dominée, on ob-
tient

E[Yn] = E[XnﬂﬂXnKn}] = E[XlﬂﬂXlKn}] — 0.
D'ott L(E[Y3] + --- + E[Y,]) = 0. En outre, on a

n

1 2 1 2 1 - 2
> —EY] = > SEXT L x<my] = > 3 > EXT N 1x, <hy]
nz1 n=1 n>1 k=1

1
=D BIX gaaxen] D —

k>1 n>k
< ZE[XIQ]I{k—1<|X1|<k}](1/k2 +1/k),
k>1

ou dans la derniére inégalité, on utilise I’estimation

x|

> Tl L, ! T
—n? Tk k(k+1)  (k+1)(k+2) k2
Par conséquent, on a
1
EE[YT?] < ZE[|X1|]1{k71<\X1\<k}](1/k +1) < 2E[[X1[] < +o0.
n=1 k>1

D’aprés le corollaire 3.2.12, on a

. Y4+ Y,
lim — =0 p.s.
n—-4o0 n
Enfin,
Y P(Xp #£Yn) =Y P(IXn| >n)
n=1 n=1
=> P(X1|>n)=E[ ) 1] <1+E[Xy].
nzl n<|X1|

Cela montre que presque sirement les deux suites (X, )n>1 et (Y5,)n>1 ne différe
qu’un nombre fini de termes, d’ou le théoréme. ]

3.3. Mesures sur un espace localement compact

3.3.1. Mesures de Radon. — Soit F un espace topologique. On désigne
par C.(F) l'ensemble des fonctions continues sur E qui sont de support com-
pact. On dit que E est localement compact si tout point de £ admet un voisi-
nage qui est compact.



56 CHAPITRE 3. CONVERGENCE DE VARIABLES ALEATOIRES

Proposition 3.3.1. — Soit E un espace topologique.

(1) L’intersection d’un sous-ensemble compact et un sous-ensemble fermé de
E est compact.

(2) On suppose que E est séparé. Si C' est un sous-ensemble compact de E et
siy € E\C, alors il existe deux ouverts U et V de E tels que C C U,
yeVetUNV =09.

(3) Si E est séparé, alors tout sous-ensemble compact de E est fermé.

Démonstration. — (1) Soient F' un fermé de E et C' C E un sous-ensemble
compact. Soit (U;);er une famille d’ouverts de E qui recouvre C' N F'. Alors
(U;)ierU{F*} est un recouvrement de C', qui admet donc un sous-recouvrement
fini. On en déduit D'eixstence d’un sous-ensemble fini J de I tel que C C
Ujes Uj U F€. On en déduit done C N EF C ;e Uj-

(2) Pour tout z € C, il existe deux ouverts U, et V, tels que x € Uy, y € V,
et Uy NV, = &. L’ensemble C' est recouvert par (U,)zec, il existe alors un
sous-ensemble fini I C C' tel que C C U := |J ¢; Up. Soit V = () ; V. Les
sous-ensembles U et V sont ouverts, et on a U NV = @.

(3) Soit C un sous-ensemble compact de E. D’aprés (2), tout point y € E\C
admet un voisinage qui ne rencontre pas C. L’ensemble C' est donc fermé. [

Lemme 3.3.2. — Soit EE un espace topologique séparé et compact.

(1) Si U un ouvert de E, alors pour tout x € U, il existe un voisinage ouvert

V dex tel que VC U.

(2) L’espace topologique E est normal, c’est-a-dire que, pour tout couple
(F1, Fy) de fermés de E tels que F1 N Fy = @, il existe des ouverts Vi et
Vo de E tels que Vi D Fy, Vo D Fr et VNV = 2.

Démonstration. — (1) Comme E est compact, tout sous-ensemble fermé de F
lest aussi. En particulier, F'\ U est compact. D’aprés la proposition 3.3.1.(2),
il existe deux ouverts Vet W de Etelsquez € V, E\U C W et VNW = 2.
En particulier, ona V C E\W C U.

(2) D’aprés la proposition 3.3.1.(2), pour tout = € Fy, il existe des ouverts
U, et V, tels que x € Uy, Iy C Vet U, NV, = @. Comme F5 est compact, il
existe un sous-ensemble fini I de F5 tel que

FcVy=|]JU,.
zel

Soit Vi = ﬂme 1 Vz. Les sous-ensembles V7 et V5 sont tous ouvert, et on a
FrcVi, FhCcVoet ViNVy =02, OJ



3.3. MESURES SUR UN ESPACE LOCALEMENT COMPACT 57

Lemme 3.3.3 (Uryson). — Soit E un espace topologique normal. Si Fy et
Fy sont deux parties fermés de E telles que Fy N F} = &, alors il existe une
application continue ¢ : E — [0,1] telle que p(x) =0 si x € Fy et p(z) =1 si
x € Fi.

Démonstration. — On écrit 'ensemble QNJ[0, 1] sous forme d’une suite (an)nen
de sorte que ap = 0 et a; = 1. On construit par récurrence une famille (E;,)n>0
de fermés de E contenus dans F \ Fj qui vérifie la condition suivante : si n et
m sont deux indices distincts dans N> tels que a, < a, alors on a By D E,.
On pose E; = F; et on choisit un ouvert Uy O F; tel que Uy N Fy = @. On
note Ey = Uy.

Supposons que les fermés Fy, ..., E, sont construits, qui satisfont a la pro-
priété annonceé. Il existe deux indices district 7 et j dans {0,...,n} tels que
a; < apy1 < aj et que Jaj, a;[MNao,...,an} = @. Comme E; D Ej, il existe
un ouvert U de E tel que E; CU C U C E?. On pose Ey,41 = U. La suite de
fermés (E),)n>0 ainsi construite par récurrence vérifie la propriété annocée.

Pour tout élément x € E, soit

o(z) = sup{a, : x € E,},
neN
ou par convention sup @ = 0. Par définition,
{reE:p@>t}= () E.= | E;
neN, ap >t neN, ap >t

car pour tout n € N tel que a, > t, il existe un m € N tel que a,, > a,, >t et
on a E, C E,. Cest donc un ouvert de £. Montrons que

{reFE: plx) >t} = ﬂ E,.
neN, an <t
Six € g, <t En, alors {an, : z € E,} D QN I[0,¢], donc on a ¢(x) > t.
Réciproquement, si € E est tel que p(z) > t, alors pour tout € > 0 il existe
m(e) € N tel que ap,.) >t —¢ et que x € Ey, (). Sin € N est tel que a,, <t,
il existe alors € > 0 tel que ap, <t —€ < () et donc x € By C Ey. Cela
montre que ¢ est une fonction continue. Enfin, par construction on a ¢|r, =0
et ol = 1. O

Remarque 3.3.4. — Soit F un espace topologique. On peut toujours plonger
FE dans un espace topologique compact de maniére suivante. Soit E la réunion
disjointe de E avec ’ensemble d’'un point que 'on note comme oco. Un sous-
ensemble U de E est ouvert si et seulement s'il est un ouvert de F ou s'il s’écrit
sous la forme (E \ F') U{oo}, ot F est un sous-ensemble compact de E. On
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vérifie facilement que E est compact. Si E est séparé et localement compact,
alors I'espace topologique E est séparé. On en déduit que le premier point du
lemme 3.3.2 est encore valable pour un espace topologique localement compact.

Soient E un espace topologique séparé, F' un sous-ensemble compact de E et
U un sous-ensemble ouvert de E' qui contient F'. Alors E \ U est sous-ensemble
fermé de E. De plus, comme F est compact, il est fermé dans E.Sion applique
le lemme d’Uryson & F et E \ U, on obtient I'existence d’une fonction continue
@ sur E a valeurs dans [0, 1] qui est identiquement nulle sur E'\ U et est telle
que ¢(z) =1 pour tout x € F.

Proposition 3.3.5. — Soit E un espace séparé et localement compact, qui
admet une base de topologie dénombrable. Alors la tribu engendrée par C.(E)
s’identifie a la tribu borélienne de E.

Démonstration. — Soient U un ouvert de E et x est un point de U. Comme
E est localement compact, il existe un voisiange ouvert V,, de x tel que V, soit
compact ®). D’aprés le lemme 3.3.2 (voir aussi la remarque 3.3.4), il existe un
voisinage ouvert W, de x tel que

reW,cW,cUNV,.

En particulier, W, est compact. On choisit une fonction continue ¢, sur F qui
est identiquement nulle sur E\ (U NV,) et telle que ¢,(y) = 1siy € W,.
La fonction ¢, appartient & C.(E) et W, := o 1(R\ {0}) C U. L’ensemble
U est recouvert par les ouverts (W) cp. 1l existe donc un sous-ensemble dé-
nombrable I de U tel que U = |J,.; W,. En particulier, on a U € o(C.(E)).
Le résultat est donc démontré. O

Lemme 3.3.6 (Dini). — Soit E un espace topologique compact. Si (fn)neN
est une suite décroissante de fonctions continues sur E qui converge simplement
vers 0, alors la convergence est aussi uniforme.

Démonstration. — Soit € > 0. Pour tout n € N, soit F), :=={z € E : fu(x) >
e}. Comme la suite (fy,)nen converge simplement vers la fonction nulle, on a
Mhen £ = @, ou de fagon équivalent, E = J, o F);. Comme £ est compact,
il existe alors n € N tel que

E= |J F=F,

3. Le point x admet un voisinage compact F', qui est un sous-ensemble fermé de F puisque
E est séparé. On peut prendre V,, comme l'intérieur de F'.
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d’ou F,, = @. La suite (f,)nen converge donc uniformément. O

Théoréme 3.3.7 (Représentation de Riesz). — Soit E un espace topo-
logique séparé et localement compact, qui adment une base de topologie dé-
nombrable. Alors toute application linéaire positive™® T : C.(E) — R définit
une unique mesure borélienne p sur E telle que p(F') soit fini pour tout sous-
ensemble compact F' de E.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que toute application linéaire positive
I : C.(FE) — R définit un opérateur d’intégration. Soit (f,)nen une suite
décroissante de fonctions positives qui converge simplement vers 0. Soit F' le
support de la fonction fy, qui est un sous-ensemble compact de E. Pour tout
x € F, soit C, un voisinage compact de x dans E. Comme (C9)zcr est un
recouvrement de F', il existe un sous-ensemble fini I C F' tel que F' C |J,; Cs.
Soit F' := |J,¢; Cr. Clest un sous-ensemble compact de E tel que F' C F'°.
D’aprés la remarque (3.3.4), il existe une fonction continue ¢ sur E, qui s’annule
sur '\ F'° et telle que p(z) =1 dés que z € F. C’est donc une fonction dans
C.(E). En outre, comme les supports des fonctions f, sont dans F', on obtient
que la suite (f)nen converge uniformément (cf. le lemme 3.3.6). Il existe donc
une suite (£5,)nen qui tend vers 0 lorsque n — 400 telle que f,, < g, pour
tout n € N, d’ott I(f) < ,1(¢) tend vers 0 lorsque n — +oo.

Comme F est localement compact et a base dénombrable, il existe donc une
suite (F,)nen de sous-ensembles compacts de E tel que UneN F,=FE. Onen
déduit que la fonction constante 1 appartient a C,(E)". D’aprés la proposition
1.2.24, on obtient que 'application linéaire I définit en fait une unique mesure
o-finie sur o(C.(E)) = B(E), compte tenu de la proposition 3.3.5. O

Définition 3.3.8. — Soit E un espace topologique séparé et localement com-
pact, qui admet une base de topologie dénombrable. On appelle mesure de
Radon sur E toute mesure borélienne sur E qui prend valeurs finies sur tout
compact de E. Le théoréme 3.3.7 montre que I’ensemble des mesures de Radon
sur E est en correspondance biunivoque avec ’ensemble des formes linéaires
positives sur C.(E).

3.4. Convergence de mesures

Dans ce paragraphe, on fixe un espace topologique E, qui est supposé étre
séparé, localement compact, et admettre une base de topologie dénombrable.

4. Cest-a-dire que I(f) > 0 pour toute fonction positive dans C.(E).
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Soit (fn)nen une suite de mesures de Radon sur E, qui correspond a une
suite (I,)nen de formes linéaires positives sur C.(F). On dit que la suite de
mesures (fin)neN converge vaguement si la suite de formes linéaires positives
(In)nen converge simplement. Sous ’hypothése de convergence vague pour la
suite de mesures (L, )nen, la limite de la suite de formes linéaires (I,;)nen est
une forme linéaire positive sur C.(F), qui détermine une mesure de Radon sur
E, que l'on appelle la limite vague de la suite de mesure de Radon (g )nen-

Remarque 3.4.1. — Soit E un espace topologique séparé et localement com-
pact, qui admet une base de topologie dénombrable. Soit (p)nen une suite de
mesures de probabilité de Radon sur F, qui converge vaguement vers une me-
sure de Radon p. Il est pas vrai en générale que p est une mesure de probabilité.
En effet, on peut considérer le cas ou £ = R et p,, = d, pour tout n € N. Pour
toute fonction continue ¢ sur R & support compact, on a

lim o(x) 6y (dx) = 0.

n—-+4o0o R

Donc la suite (6, )nen converge vaguement vers la mesure nulle.

Définition 3.4.2. — Soit (in)nen une suite de mesure de Radon sur E. On
suppose que chaque mesure p, est finie. On dit que la suite (un)nen converge
étroitement vers une mesure de Radon p si la relation

im [ () pn(de) = / h(z) p(de)

n—-+o0o E E

est vérifiée pour toute fonction continue et bornée h sur E.

Proposition 3.4.3. — Soient (un)nen une suite de mesures de Radon finies
sur E, et p une mesure de Radon finie sur E. Alors la suite (fin)nen converge
étroitement vers [ si et seulement si elle converge vaguement vers u et vérifie
li E) = u(FE).
Jm g (E) = p(E)
Démonstration. — Comme FE est un espace localement compact qui admet
une base de topologie dénombrable, il existe une suite d’ouverts (Ug)ren tels
que U}, soit compact et continu dans Uiy pour tout k£ € N et que

Jur=E.
keN

Pour tout k € N, soit ¢y : E — [0, 1] une fonction continue telle que ¢x(x) =0
siw € Ug, et gp(z) =1sixe Uy. En outre, comme la suite de fonction
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(pr)k>0 est croissante est converge vers la fonction constante 1. On obtient

(3.5) lim ordp = u(E).

k—4o00 E
Soient f une fonction continue et bornée sur E, et M = || f||sup, on a, pour
tout k € N

‘/ Jdpn — / fdu‘ '/ fordpm — / f‘Pde‘
+M/(1—s0k)dun+M/(1—sDk)du-
Comme la suite de mesures (fy,)nen converge vaguement vers 4, on obtient

/fdun /fdu 2M<( ) — /Esokdu>,

ol on a utilisé I'hypothése que p,(E) tend vers p(E) lorsque n — +o00. On en
déduit, en utilisant (3.5),

li du, = du.
n;glw/Efu /Ef/z

lim sup
n—-+o0o

O

On désigne par Ry(FE) I'ensemble des mesures de Radon bornée sur E. La
convergence étroite définit une topologie sur I’ensemble Ry (E), appelée la to-
pologie étroite. C’est la topologie la moins fine qui rend continue toutes les
applications

Mh (/LGR[, '—>/

ou h parcourt I’ensemble des fonctions continues et bornées sur E. L’ensemble
Rp(E) muni de la topologie étroite est un espace séparé. En effet, si p1 et po
sont deux mesures de Radon distinctes, alors le théoréme de représentation de
Riesz montre qu’il existe une fonction h € C.(E) tel que My (u1) # Mp(u2).
Les deux points 1 et po sont donc séparés par la fonction continue Mjy,.

Si f est une fonction borélienne bornée sur E, on désigne par My I'applica-
tion de Rp(E) vers [0, +00] qui envoie toute mesure de Radon bornée p en

/E f(2) plda

On dit qu'une fonction f : E — R est semi-continue supérieurement si 'en-
semble

{re E[f(z) >t}

est fermé pour tout ¢ € R.
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Proposition 3.4.4. — Soit (fi)icr une famille de fonctions bornées et semi-
continues supérieurement sur E. On suppose que, pour tout couple (i,i") € 1%,
il existe j € I tel que f; < fi\ fir. Alors il existe une suite (im)men dans I telle
que la suite de fonction (f;, )men soit décroissante et converge vers inficr f;.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on peut supposer que les fonctions
fi sont & valeurs dans [0, 1]. Si f est une fonction semi-continue supérieurement
sur F, qui est a valeurs dans [0, 1], on définit, pour tout entier n € N, une
nouvelle fonction

ol 2n—1

Tnf = Z on ll{k/2"<f<(k+1 )/2ny = on Z llAn k(f)?
k=0

o Ay i(f) := {f = k/2"}. C’est une fonction semi-continue supérieurement
sur E telle que T), f > f. De plus, la suite de fonctions (7}, f ) nen est décroissante
et on a

lim T,f=7f.

n—-+o0o

En outre, pour tout n € N on a
el el

Soit g = infes f;. Soient n € N et k € {0,...,2" — 1}. On considére la
famille (A, ;(fi))ier de sous-ensembles fermés de E. On a

mAnk fz - nk( )
el

Comme F admet une base de topologie dénombrable, il existe un sous-ensemble
dénombrable I, ;. de I tel que

74€In,k:
On en déduit I'existence d’une application ¢, : N — [ telle que

VEe{0,....2" =1}, () Ank(Fonim) = Ank(9).
meN

En outre, 'hypothése de la proposition montre qu’il existe une application
Yy : N = T telle que ¥,(0) = ¢,(0) et que

Vm 21 fym) < foam-1) A fou@) A A fonim)
On en déduit alors infyen T fy,,(m) = Thg et donc

inf =g.
(n,lTl;Ll)EN fwn (m) g
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En utilisant ’hypothése de la proposition pour une fois encore, on obtient
I'existence d’une suite (i, )men telle que la suite (f;,, )nen soit décroissante et
vérifie inf,,,cy = ¢g. La proposition est donc démontrée. O

Proposition 3.4.5. — Soit f une fonction borélienne bornée sur E. Si f
est semi-continue supérieurement(5) (resp. inférieurement), alors il en est de
meéme de M.

Démonstration. — Comme M_; = —My, il suffit de traiter le cas ou f est
semi-continue supérieurement. Soit Cy le sous-ensemble de Cp(E) des fonctions
qui sont bornées inférieurement par f. Montrons que 1’on a

= inf g.
f 9

Soient xp un point de E et a un nombre réel tel que f(zp) < a. Montrons
qu’il existe une fonction continue g : F — R telle que g > f et g(z9) < a.
Comme f(xg) < a, il existe un voisinage ouvert U de zg tel que f(x) < a pour
tout € U. D’aprés le lemme d’Uryson (voir aussi la remarque), il existe une
fonction continue ¢ : E — [0, 1] tel que ¢(z9) = 0 et que ¢(x) = 1 pour tout
z € E\U. Soit g = (b—a)p+a,oub=sup,cp f(z).Onag > f et g(xg) = a.

Montrons que My = infgec; Mg. Soit p une mesure de Radon finie sur E.
D’apreés la proposition précédente, il existe une suite décroissante (g, )nen dans
Cy telle que Tllrelg gn = f. On obtient alors

_ . >
Iu(f) ngrfoo Iy(gn) > glenéf Iu(g) =z Iu(f)a

d’ott My(p) = infyec, My(p). Comme M, est une fonction continue sur Ry(E)
pour toute g € Cy, on obtient que My est semi-continue supérieurement.  []

Théoréme 3.4.6. — Soient f une fonction borélienne et bornée sur E et p
est une mesure de Radon finie sur E. Si [’ensemble des points de discontinuité
de f est p-negligeable, alors la fonction My est continue en fi.

Démonstration. — Soient f ’enveloppe semi-continue supérieurement de f, et
f P'enveloppe semi-continue inférieurement de f. Par définition, on a

Vo€ B, f(x) =limsup f(y), f(z)=liminf f(y).

Yy—x

5. On dit qu’une fonction f : F — R est semi-continue supérieurement (resp. inférieu-
rement) si {x € E| f(z) > t} (resp. {z € E| f(z) < t}) est un fermé de E quel que soit
t.
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L’ensemble A := {z € E|f(z) = f(z)} s’identific & I'ensemble des points
de continuité de la fonction f. En outre, les relations f > f > Jf montrent
que M? > My > My. Comme le complémentaire de A est p-negligeable, on a
Mp(p) = My(p). Cela montre que la fonction My est continue en p. O

Corollaire 3.4.7. — Soit (fin)nen une suite de mesures de Radon bornées sur
E, qui converge étroitement vers une mesure p. Si f est une fonction borélienne
et bornée telle que ’ensemble des points de discontinuité de f est u-negligeable,

alors on a
tim [ (@) (o) = [ 7o) ).
n—-+o0o E E
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de la continuité de My
en . O

Définition 3.4.8. — Soit pu une mesure de Radon sur E. On appelle support
de u le complémentaire du sous-ensemble ouvert de E des points z € E tels
qu’il existe une fonction continue et positive f, vérifiant f(z) > 0 et I,(f) = 0.
On désigne par supp(u) le support de p.

Proposition 3.4.9. — Soit i une mesure de Radon sur E. Si f: E — R est
une fonction borélienne qui s’annule sur le support de pi, alors on a I,(f) = 0.

Démonstration. — Soit & un point en dehors du support de p. D’aprés le
théorme d’Uryson et la remarque 3.3.4, il existe une fonction continue ¢ : E —
[0,1] qui s’annule sur le support de F et telle que ¢(x) = 1. On en déduit
donc qu’il existe un voisinage ouvert de x qui est p-negligeable. Comme FE
admet une base de topologie dénombrable, on obtient que le complémentaire
du support de p est une réunion dénombrable d’ensembles p-negligeables, donc
est lui-méme p-negligeable. Le lemme est donc démontré. ]

3.5. Fonction caractéristique

Dans ce sous-paragraphe, on étudie les mesures de Radon finies sur R%, ol
d > 1 est un entier. On désigne par (, ) le produit scalaire usuel sur R?.

Définition 3.5.1. — Soit p une mesure borélienne finie sur R%. On appelle
fonction caractéristique de p I'application x, : R? — C définie comme

Xu(t) = /Eei(t’w) pu(de) := /Ecos(<t,ac))u(d:c) —I—i/ sin((¢, ) p(dex).

E
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Si u est une mesure de probabilité et si X est une variable aléatoire a valeur
dans R? qui suit la loi y, alors on a

VteRY x,u(t) = E[e“tX)].

Exemple 3.5.2. — Pour tout ¢ > 0 soit N(0,0?) la loi gausienne de para-
métre (0,02) sur R. On a

1 —z2 /202 —itz
XN (0,02) () = \/ﬂa/uge [207 7 gy

—x2 /202 —itx

Pour tout z € R, la fonction t — e est clairement dérivable et sa
L. . 2 2_
dérivée est t — —ize @ /20"t QOp g
’ o ixef:ﬁ/?a?fitx‘ _ xefx2/202’
qui est une fonction intégrable sur R. D’aprés le théoréme de dériviation sous
signe somme, on obtient que la fonction xy(g,2) est dérivable, et

X;V(O,a2)(t) - /xe_x2/2‘72_m dz.
2o Jr

En faisant une intégration par partie avec —pe=®/20% ot e~ on obtient
/ 10 L —22 /202 —itx 2
t) = ite dz = —o“t 21(1),
XN(o,a2)( ) or Je XN (0,0 )( )

d’olt X n(0,02)(t) = e~°/2 puisque XN(0,62)(0) = 1. On en déduit que, pour
tout u € R,
(3.6) XnGuor) = 7L,
On désigne par N(0,0%1;) la loi N(0,02)%? sur R On a
d
o2 (12 g2
VE=(tr,....t)) ERY, Xn(o2ry(t) = HXN(O,UQ)(ti) = e (it H)/2
i=1

Définition 3.5.3. — Soit p une mesure borélienne finie sur R%. Si f : R? — R
est une mesure borélienne bornée, on définit f * u la fonction R? — R définie
comme

Vo e RY (fxp)(x) = / f(@ — ) p(dy)
Rd

Proposition 3.5.4. — Soit j est une mesure borélienne finie sur R®. Pour
tout o > 0, s0it gg,2 : R? = R la fonction de densité de la loi N(0,0%1,) :

1

e—(t%+~~+t3)/202_
(27r02>d/2

Gdo(t, ... tq) =



