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Les documents sont autorisés. Cependant, tout appareil électronique est interdit. Lire
attentivement [’ensemble des énoncés avant de répondre aux questions. Les trois parties
de l’épreuve sont indépendantes.

Premiere partie

Soit f la fonction de R? vers [0, +-00[ qui envoie (z,y) en e ¥1lp< <y On désigne par
n la mesure de Lebesgue sur R2.

1. Montrer que la mesure borélienne v sur R? définie par la relation dv = f dn est une
mesure de probabilité.

2. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité
(Q, F,P) qui suit la loi v. Calculer ses lois marginales, c¢’est-a-dire les lois des variables
aléatoires X et Y respectivement.

Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Soit Z = X /Y. Déterminer la fonction ((a,b) € [0, +o0[*) = P(Y < a,Z < D).

Les variables aléatoires Y et Z sont-elle indépendantes ?

AN

Soit (U, V') un couple de variables aléatoires indépendantes qui suivent toutes la loi
uniforme sur [0, 1]. D’éterminer un application ¢ : [0, 1]> — R? telle que ¢(U, V) suive
la loi v.

Deuxieme partie

Le but de cette partie est d’étudier la convergence de somme de variables aléatoires a
valeurs dans N vers la loi de Poisson. On fixe un nombre réel A > 0 et on désigne par P,
la loi de Poisson de parametre A. Rappelons qu'une variable aléatoire Z suit la loi Py si
et seulement si
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Pour tout nombre réel p, on désigne par H, I’ensemble des fonctions i : N — R telles que

h(k)| = O(k?), k — +oo.

VkeN, P(Z=k)=e

Rappelons que |h(k)| = O(kP) signifie qu’il existe une constante C' > 0 (qui peut dépendre
de h) telle que |h(k)| < CkP pour tout k € N, k > 1. Si h € H,,, on définit

Il = sup PEEDZ R

kEN, k>1 kP

Soit en outre
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Soit Z une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson P,. Montrer que, pour toute
fonction h € Heo, les espérances E[Zh(Z)] et E[h(Z + 1)] sont bien définies, et on a

E[Zh(Z)] = AE[h(Z + 1)).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N telle que A = E[X]. Montrer qu’il existe
une unique mesure de probabilité vy sur (N, Z(N)) telle que, pour toute variable
aléatoire X* a valeur dans N, qui suit la loi v%, on ait

E[Xf(X)] = AE[f(X" +1)]

pour toute fonction f: N — R telle que E[| X f(X)|] < 400, ou Z(N) désigne la tribu
de tous les sous-ensembles de N.

. Soit p un nombre réel. Pour tout h € H,, soit f, : N — R la fonction qui envoie £ € N

en0sik=0c¢eten

fu(k) == (k1) > Af:'h(j) si k> 0.

jeNgzk T
Montrer que fj est bien définie et vérifie ’équation fonctionnelle

VEeN, k=1, kfu(k) = Afulk+1) = h(k).

Soit p un nombre réel. Pour toute fonction h € H,, soit 7(h) : N — R la fonction telle
que

h(k +1
VkeN, (r(h)(k):= %
Montrer que 7(h) € H,_1 et que
VEEN, k=1, fom(k) = @

Soient p € R et h € H,. Montrer que f;, € H,_1. On peut raisonner par récurrence sur
p en utilisant ’application 7, ot on considere le cas ot p < 0 comme le cas initial dans
le procédé de récurrence.

Dans les questions suivantes, on fixe un entier n > 1. Soit X une variable aléatoire

carré intégrable a valeurs dans N qui est d’espérance A\/n. Pour tout i € {1,...,n}, soient
X; une variable aléatoire qui suit la méme loi que X et X une variable aléatoire qui suit
la loi v% définie dans la question 8. Soit I une variable aléatoire a valeur dans {1,...,n}
telle que

vie{l,...,n}, P =1i)=

1

n
On suppose que la famille de variables aléatoires (X7, ..., X,, X7,..., X, I) est mutuel-
lement indépendante, et on note

W=X++X, W=W-=X+X].
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Montrer que, pour toute fonction f € Hgy, on a

EIWF(W)] = X S BIF(W — X+ X} + 1] = ABLF(W* + 1)

En déduire que, pour toute fonction h € H;y, on a
E[R(W)] = Pa(h) = AE[fz(W" + 1)] = AE[fz(W + 1)],

ot Py(h) désigne l'espérance de la fonction h par rapport & la loi de Poisson Py, et h
désigne la fonction h — Py (h).

Montrer que, pour toute fonction h € Hq, on a
[E[R(W)] = Pa(h)] < I fzllo - EIXIX = X —1]),

oil X est une variable aléatoire indépendante a X et qui admet la méme loi que X.

On suppose que A < n et que X suit la loi de Bernoulli de parametre p = \/n.
Déterminer la valeur de E[X|X — X — 1|]. En déduire une majoration uniforme de

P(W <t)-P(Z<t)], tcR,

ol Z est une variable aléatoire qui suit la loi de Poisson de parametre .

Montre que la variable aléatoire W converge faiblement vers la loi de Poisson P, lorsque
n tend vers l'infini.

Troisieme partie

Le but de cette partie est de comprendre quelques propriétés de lois de probabilité

log-concaves. On fixe un entier n > 1. Un sous-ensemble A de R™ est dit convezxe si, pour
tous x et y dans A et tout A €]0,1[, on a Az + (1 — Ny € A.

On dit qu’une fonction f : R™ — [0,400] est log-concave si, pour tous z,y € R" et

tout A €10, 1[, on a

fOz+ (1 =Ny) = f@) fy)'

On désigne par ¢(.) la densité de la loi normale centrée et réduite par rapport a la

mesure de Lebesgue. On rappelle que

o(t) = ——e "2

17. Soit A un sous-ensemble convexe de R™. Montrer que la fonction indicatrice 1l est

log-concave.
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Soient a et b deux nombres positifs et A € ]0, 1[, montrer que
Aa+ (1= N)b > a b=,

Montrer que la densité ¢(.) de la loi normale centrée et réduite est une fonction log-
concave sur R.

Soient A, B et C' trois sous-ensembles boréliens de R tels que A+ B C C, ou
A+ B:={a+bla€ A, be B}.

Montrer que

A%@m>éh@m+/hmm,

R

ol dx désigne la mesure de Lebesgue sur R.
Indication : Pour tout (a,b) € A x B, I'ensemble C contient ({a} + B) U (A + {b}).

Soient A €10, 1] et f, g et h trois fonctions boréliennes positives sur R telles que
Yo,y €R, h(Az+(1—Ny) = f(z)g(y)

Montrer que
/Rh(x) dr > )\/Rf(:c) dx—i—(l—)\)/Rg(:c) dz.

Indication : On peut exprimer l'intégrale de h sous la forme

+o0
/ h(z)dz = / / Np(z)>ey dz di.
R 0 R

En déduire I'inégalité de Prékopa-Leindler : si A €]0,1[ et si f, g et h sont trois
fonctions boréliennes positives sur R"™ telles que

Va,y €R", h(Az+ (1= Ny) = f(z)g(y)' ™,

/nh(x) do > ( [ J@) dx)A- (/ng(x) dx)u.

On peut raisonner par récurrence sur n.

alors

Dans les questions 23—26, on considére un espace de probabilité (Q, F,P). On dit

qu'une variable aléatoire sur (€2, F) a valeurs dans R™ est log-concave si sa loi de pro-
babilité admet une densité par rapport a la mesure de Lebesgue, qui est une fonction
log-concave sur R".
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Soient n et m deux entiers qui sont > 1. On suppose que Z = (X,Y) :  — R™ x R™
est une variable aléatoire F-mesurable log-concave. Montrer que X et Y sont toutes
des variables aléatoires log-concaves.

Soit X une variable aléatoire sur (€2, F) a valeurs dans R", qui est log-concave. Montrer
que, pour toute application linéaire inversible ¢ : R™ — R™ et tout vecteur v € R", la
variable aléatoire ¢(X) + v est log-concave.

Montrer que, si X7, ..., Xy sont des variables aléatoires log-concave sur (€2, F) a va-
leurs dans R™ qui sont indépendantes, alors X; + --- 4+ Xy est une variable aléatoire
log-concave.

Montrer que, si X est une variable aléatoire sur (€2, F) a valeurs dans R" qui est un
vecteur gaussien, alors pour tout A € ]0, 1] et tous les sous-ensembles compacts A et B
de R™, on a

P(X € M+ (1-AB)) >P(X € A)*-P(X € B)' ™,

ou

M+ 1-NB:={ x4+ (1-\y)|ze A, ye B}



