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aux questions.

Premieére partie

Le but de cette partie est d’étudier I’équation du pendule. On considere
une tige inextensible de longueur ¢, suspendue par une extrémité et portant
a son autre extrémité un point de masse m. On désigne par x I'angle d’écart
par rapport a la verticale.

L’accélération angulaire z”(t) du pendule est proportionnelle au mo-
ment de son poids. Autrement dit, la fonction z(.) satisfait a ’équation

différentielle suivante
m

x"(lf) — _79 sin(l’(t))a

ol g désigne I'accélération normale de la pesanteur terrestre. Dans la suite,
on désigne par A la constante /mg/¢. L’équation au-dessus devient

2"(t) = —\sin(z(t)). (%)

1. En introduisant la variable y = 2/, transformer ’équation (x) en une
équation différentielle d’ordre 1.

2. On désigne par V I'ensemble des solutions de 1’équation différentielle

() = —Np(t). ()

Montrer que V' est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.
TSVP.



3. Vérifier que les fonctions f et g définies comme
VteR, f(t)=cos(At) et g(t)=sin(\t)

satisfont a 1’équation ().
4. Montrer que les fonctions f et g ne sont pas colinéaires.

5. En déduire que toute solution de I’équation (xx) est de la forme
o(t) = rsin(\t + 0),
ou r et # sont deux constantes réelles, » > 0. Montrer que la fonction
¢ est périodique de période 27 /\.
6. Soit z(.) une solution de I’équation (x) sur R. Montrer que la fonction

%x'(tf — A cos(z(t))

est constante.

Dans la suite, on suppose que le pendule est initialement placé a la
position d’angle d’écart xo € ]0,7/2[ et de vitesse initiale 0. On admet que
I'équation (*) a une unique solution x(.) sur R qui vérifie les conditions
initiales z(0) = o et 2/(0) = 0.

7. Montrer que cos(x(t)) = cos(xg) pour tout ¢t € R.
8. En déduire que |z(t)| < o pour tout ¢ € R. On peut utiliser le théoréme
des valeurs intermédiaires.

9. Montrer qu’il existe une constante € > 0 tel que z'(t) < 0 pour tout
t €10, e[. (Indication : on peut vérifier qu'il existe un voisinage de 0 tel
que la fonction z(.) prenne valeurs dans |0, 7/2[ sur ce voisinage.)

10. Soit

T :=inf{t > 0]2'(t) > 0}.

Montrer que

Vte[0,T], a'(t) = —Av/2(cos(z(t)) — cos(xp))

et

th_{r% x(t) = —xp.

En déduire que

o ! du

T —
M2 J_1 y/cos(uzg) — cos(wg)
et que la fonction x(.) est périodique de période 27 (on peut mon-

trer que la fonction z(.) définie comme z(t) = —x(t + T') vérifie aussi
I'équation (*) avec les mémes conditions initiales). TSVP.
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Deuxieme partie

Dans cette partie, on considere un triangle A = OAB inscrit dans un
plan muni d’un systeme de coordonnées comme dans le graphe au-dessous.
On suppose que le point O est placé a l'orgine (0,0) du plan, et que les
points A et B sont de coordonnées (a,0) et (b, ¢) respectivement, ou a, b
et ¢ sont des constantes telles que 0 < b < a et ¢ > ab — b? (de sorte que
les trois angles de A soient tous aigus). On munit le plan de la norme ||.||

telle que
(@, )l = Va2 + 3>

Rappelons que si v = (z,y) est un vecteur non-nul dans le plan et si
0 € [—m,m[ désigne I'angle entre v et 1’abscisse Ox, alors on a

\/%y? =cos(f) et \/%y? = sin(0).
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Le but de cette partie est d’étudier le probleme suivant. Etant donné un
point P dans le triangle A, quand est-ce que la somme des distances entre
P et les trois sommets du triangle atteint son minimum ? Pour étudier ce
probleme, on introduit une fonction S définie sur le triangle A et a valeurs
dans R, qui envoie tout (z,y) € A en

S(z,9) = V@ + 9P+ V(r —aP+y? + V(@ =) + (y— o)
11. Calculer les dérivées partielles

8_8 et 8_8
ox Jy

sur 'intérieur U de A.

12. Montrer que la fonction S est de classe C! sur U.
TSVP.



13.

14.

15.
16.

17.

18.
19.
20.

Pour tout point P € U, soient ¢;(P) 'angle entre les vecteurs OP et
Oz, 05(P) l'angle entre les vecteurs BP et Ox, et 03(P) l'angle entre
les vecteurs AP et Ox. Exprimer les dérivées partielles
oS oS
P

%() et 3—y(P)

en fonction de 6,(P), 02(P) et O3(P).

On suppose que P € U est un point critique de la fonction S. Montrer
que

2

(cos(Ql(P)) + COS(HQ(P)))2 + (sin(@l(P)) + sin(HQ(P))) = 1.

En déduire que cos(0z(P) — 01(P)) = —1/2.
Montrer que la fonction S atteint son minimum sur A en un point Fj.

Soit @ = (b,0) la projection du point B sur le segment de droite OA.
Montrer que la restriction de la fonction S au segment de droite OA
atteint son minimal en Q).

En utilisant le développement de Taylor, montrer que S(b,e) < S(Q)
lorsque € > 0 est assez petit. En déduire S(Q) > S(B).

Montrer que Py appartient a Uintérieur U du triangle A.
Montrer que 65(Fy) — 61(Fy) = 61(Fy) — 02(Fy) = 27/3.

En déduire que le point minimal Py de la fonction S est unique.



