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Exercice 1 Faire un dessin représentant les ensembles suivants :

1) l’ensemble {(x, y) ∈ ℝ2 ∣xy = 0} ;

2) l’ensemble A∩B où A = {(x, y) ∈ ℝ2 ∣ y−x2 ⩾ 0} et B = {(x, y) ∈ ℝ2 ∣x2+y2 ⩽ 1} ;

3) l’ensemble A× ℝ où A = {x ∈ ℝ ∣ ∣x∣ ⩽ 1}.

Exercice 2 Soit f : ℝ → ℝ une application telle que f(x) = x2. Comparer les en-
sembles suivants

1) [0, 1] et f−1(f([0, 1])) ;

2) [−1, 1] et f(f−1([−1, 1])) ;

3) f([0, 1] ∩ [−1, 0[) et f([0, 1]) ∩ f([−1, 0[).

Exercice 3 Soit f : E → F une application. Soient A et B deux parties de E.

1) Montrer que f(A ∪B) = f(A) ∪ f(B).

2) Montrer que f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B).

3) Constuire un exemple pour lequel l’inclusion f(A ∩B) ⊂ f(A) ∩ f(B) est stricte.

4) On suppose que f est injective. Montrer que f(A ∩B) = f(A) ∩ f(B).

Exercice 4 On désigne par ℕ∗ l’ensemble des entiers strictement positifs. Soit f : ℕ→
ℕ∗ l’application telle que f(x) = x + 1. On montrera que f est une bijection par deux
méthodes.

1) Montrer que f est injective et surjective.

2) Construire une application g : ℕ∗ → ℕ qui est inverse à f .

Exercice 5 Soit f : ℝ2 → ℝ l’application définie par f(x, y) = x− y2.

1) L’application f est-elle injective ?

2) Montrer que l’application f est surjective.

3) Trouver une application g : ℝ→ ℝ2 telle que f ∘ g = Idℝ.

4) Soit ℎ : ℝ2 → ℝ2 définie par ℎ(x, y) = (x + y2, y). Montrer que ℎ est une bijection.
Déterminer f ∘ ℎ.

Exercice 6 Soit E un ensemble.

1) Montrer que E est un ensemble infini si et seulement s’il existe une application
injective de ℕ dans E.

2) En déduire que E est un ensemble infini si et seulement s’il existe un partie F ⊊ E
ainsi qu’une application bijective de E vers F .



Exercice 7 Soient f : E → F et g : F → G deux applications, ℎ = g ∘ f .

1) Montrer que l’injectivité de ℎ implique celle de f .

2) Montrer que la surjectivité de ℎ implique celle de g.

Exercice 8 Soit f : E → F une application. On dit que f est inversible à gauche s’il
existe une application g : F → E tel que g ∘ f = IdE . L’application g est appelée une
inverse à gauche de f .

1) Montrer que, si f est inversible à gauche, alors elle est injective.

2) Construire un exemple pour lequel la fonction f est inversible à gauche et admet
plusieurs inverses à gauche.

3) Montrer que, si f est injective, alors elle est inversible à gauche.

Exercice 9 Soit Ω un ensemble non-vide. Pour toute partie A de Ω, on désigne par
11A l’application de Ω vers ℝ telle que

11A(!) =

{
1, si ! ∈ A,

0, si ! ∕∈ A.

1) Montrer que, pour tout A ⊂ Ω, 112A = 11A, 11A + 11Ac = 1.

2) Soient A et B deux parties quelconques de Ω. Montrer que A ⊂ B si et seulement
si ∀! ∈ Ω 11A(!) ⩽ 11B(!) ; A = B si et seulement si 11A = 11B .

3) Montrer que, pour toutes les parties A et B de Ω, on a

11A∩B = 11A ⋅ 11B et 11A∪B = 11A + 11B − 11A ⋅ 11B .

4) Soient A, B et C trois parties de Ω. En utilisant les résultats précédents, montrer
les formules suivantes :

i) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩B) ∪ (A ∩ C),

ii) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪B) ∩ (A ∪ C),

iii) (A ∪B)c = Ac ∩Bc, (A ∩B)c = Ac ∪Bc.

5) Soit (Ai)
n
i=1 une famille de parites de Ω. Montrer la formule d’inclusion-exclusion :

11A1∪⋅⋅⋅∪An =
∑

∅∕=I⊂{1,⋅⋅⋅ ,n}

(−1)#I−1
∏
i∈I

11Ai ,

où #I désigne le cardinal de I. [Indication : utiliser le fait que (A1 ∪ ⋅ ⋅ ⋅ ∪ An)c =
Ac

1 ∩ ⋅ ⋅ ⋅ ∩Ac
n et faire appel à l’exercice 6 de la feuille 1]


