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Questions de cours (Les questions sont indépendantes)

1) Soit G un groupe. Montrer que G est abélien si et seulement si l’application I : G→
G définie par I(x) = x−1 est un morphisme de groupes.

2) SoientG un groupe etH un sous-ensemble deG. On suppose que, pour tous éléments
x, y de H, on a xy ∈ H.

(a) Si G est fini montrer que H contient l’élément unité de G (on pourra considérer
le sous-groupe engendré par un élément de H). En déduire que H est un sous-
groupe de G.

(b) Sinon construire un exemple d’un groupe G et d’un tel sous-ensemble H de G
qui n’est pas un sous-groupe de G.

3) Soit G = ⟨a⟩ un groupe cyclique d’ordre pn engendré par a, où p est un nombre
premier, n ⩾ 1.

(a) Déterminer le nombre de morphismes de groupes de G dans lui-même.

(b) Soit f : G→ G un morphisme de groupes. Montrer que f est un isomorphisme
si et seulement s’il existe un entier m vérifiant pgcd(p,m) = 1 et tel que pour
tout x ∈ G on ait f(x) = xm.

(c) En déduire le cardinal du groupe d’automorphismes de G.

4) Pour n ⩾ 1, soit Sn le groupe de bijections de {1, ⋅ ⋅ ⋅ , n} vers lui-même.

(a) Dans le groupe Sn, combien y a-t-il de permutations de signature −1 ?

(b) Déterminer la signature de la permutation (1, ⋅ ⋅ ⋅ , n).

Exercice
On désigne par SL2(ℤ) l’ensemble des matrices de taille 2× 2 à coefficients dans ℤ

et de déterminant 1. On note

T =

(
1 1
0 1

)
et S =

(
0 −1
1 0

)
Soit ℍ le sous-ensemble de ℂ des nombres complexes à partie imaginaire strictement
positive.

1. Montrer que SL2(ℤ), muni de la loi de multiplication de matrices, est un groupe
non-abélien.

2. Soit A =

(
a b
c d

)
un élément dans SL2(ℤ). Calculer SA et TnA (n ∈ ℤ).
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3. Montrer que le groupe SL2(ℤ) est engendré par S et T . [Indication : On peut
considérer l’action du sous-groupe engendré par S et T à SL2(ℤ) par multiplica-
tion à gauche.]

4. Montrer que l’application SL2(ℤ)× (ℂ ∖ ℝ)→ ℂ ∖ ℝ,((
a b
c d

)
, z

)
7−→

(
a b
c d

)
⋅ z :=

az + b

cz + d

est une action du groupe SL2(ℤ) sur ℂ ∖ ℝ.

5. Soit z un nombre complexe non-réel. Calculer S ⋅ z et T ⋅ z.

6. Montrer que, si A =

(
a b
c d

)
∈ SL2(ℤ), alors

Im(A ⋅ z) =
Im(z)

∣cz + d∣2

pour tout z ∈ ℂ ∖ ℝ. En déduire que ℍ ⊂ (ℂ ∖ ℝ) est stable sous l’action du
groupe SL2(ℤ).

7. Déterminer le groupe Stab(i). Ce groupe est-il un sous-groupe distingué de SL2(ℤ) ?

8. Soit Γ le domaine

{z ∈ ℍ : ∣z∣ > 1, −1/2 < Re(z) ⩽ 1/2} ∪ {ei� : �/3 ≤ � ≤ �/2}.

(a) Dessiner le domaine Γ.

(b) Soit z ∈ ℍ. Montrer que la fonction fz : SL2(ℤ) → ℝ+, fz(A) = Im(A ⋅ z),
atteint son maximum.

(c) En déduire que, pour tout z ∈ ℍ, l’orbite de z par l’action du groupe SL2(ℤ)
admet un point commun et un seul avec le domain Γ.


