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Questions de cours.

1)

Supposons que G est un groupe abélien. On a, pour tous z,y € G, que

I(wy) = (zy) ' =y a7 = I(x)I(y).

Donc I est un morphisme de groupe. Réciproquement, si I est un morphisme
de groupes, alors pour tous z,y € G, on a zy = I((zy)™!) = I(y~ta=1) =
I(y=")I(z~1) = yz. Donc G est un groupe abélien.

2) (a) Soit h un élément quelconque. Par hypothese 'ensemble S := {h™ : n € N*}
est contenu dans H. Comme G est fini, on obtient que S est un ensemble fini.
Il existe donc deux entiers n > m dans N* tel que A" = h". On en déduit que
e=h""" € S C H.Pour montrer que H est un sous-groupe de G, il suffit de vérifier
que, pour tout z € H, on a x~' € H. Considérons l’application M, : H — H qui
envoie y en zy. C’est une application injective, donc surjective car H est un ensemble
fini. Comme e € H, il existe donc y € H tel que xy = M, (y) = e. On obtient donc
rl=ycH.
(b) On peut prendre par exemple G = Z et H = N.

3) (a) Tout endomorphisme de G est de la forme z — 2™ (m € {1,---,p"}). Il y a
précisément p” tels morphismes.
(b) D’abord, le morphisme ¢ est de la forme z — 2™ (ot m € {1,---,p"}). Le
groupe G étant fini, ¢ est un isomorphisme si et seulement s’il est injectif, ou si
le noyau de ¢ se réduit & {e}. Le noyau de ¢ est {x : 2™ = e}. Si p | m, alors
e # a?" € Ker . Si p 1 m, alors pour tout k € {1,--- ,p™ — 1}, km n’est pas
divisible par p™. Donc a*™ # 0 et a* ¢ Ker ¢. On en déduit donc Ker p = {e} si et
seulement si p { m.
(c) Le cardinal de Aut(G) est le nombre desm € {1,--- ,p™} qui ne sont pas divisible
par p, c’est-a-dire p"~1(p — 1).

4) (a)n!/2sin>1;0sin=1. (b) (=1)""%

Exercice

1. On note I = [1 0}. Comme dét (I) =1, on a I € SLy(Z). La loi de multiplica-
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tion de matrices est associative. En outre, si A est une matrice dans SLo(Z), alors
1A = Al = 1. Enfin, pour toute A = [UCL Z] € SLy(Z), la matrice B = _dc _ab
vérifie BA = AB = I puisque ad — bc = dét (4) = 1. Comme dét (B) = 1, la ma-
trice A est inversible dans SLy(Z). Donc SLy(Z) est un groupe. Comme ST # TS,
le groupe n’est pas abélien.
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3. Soit H le sous-groupe de G engendré par S et T. Considérons ’action du groupe
H sur G par multiplication a gauche. Il suffit de montrer que cette action est
transitive. Soit A un élément dans SLy(Z). On montrera que I € orb(A). Soit

d
¢ =0.Sic#0, alors il existe n € Z tel que |a 4+ nc| < |¢|. On a alors ST"B =

B= Z b} un élément dans orb(A) tel que |c| soit le minimum. Montrons que

a+ nc
obtient que d = +1. Quitte & remplacer B par T*’B, on peut supposer que
b =0, c’est-a-dire B = £I. Si B = I, alors I est déja dans orb(A); sinon on a
S2B = I € orb(A).

I /
4. Onal-z=z Enoutre, si A= [z Z} et B = [Z, Z,} sont dans SLy(Z), alors

70 7d . . ,
[ b—i—nd} € orb(A), une contradiction. Comme dét (4) = ad = 1, on

az4+b Gz:j_tdbi +0  aldz+b)+b(dz+d)

dz+d &ty 1 d Ccldz+ V) +d(dz+d)

_ (aad’ 4 bc')z 4+ (ab’ + bd')
~ (cd' +dc)z + (b +dd")

5.8 z2=-1/2,T-z=z+1.

6. 11 suffit de montrer que, si z € H, alors il en sont de déme de S -z et T - z. Mais
cela repose sur les relations Im(S - z) = Im(2)/|z|? et Im(T - z) = Im(z).

7. Stab(i) = {£I, £S}. Comme T'ST! ¢ {£I,+S5}, ce groupe n’est pas un sous-
groupe distingué de SLo(Z).

8. (b) Ona Az = g2 = (5ERED = kb=t Done (4 - 2) =

(ad—bc) _ Im(2)
lcz+d|? Im(z) T Jez+d]?

(r,y € R). On a |ez + d|? = (cx + d)? + (cy)?. Pour tout R > 0, 'ensemble
{(e,d) € Z?||ez + d|? < R?} est fini. Cela montre que la fonction f,(A) atteint
son maximum.

(c) Soit A € SLy(Z) tel que f,(A) atteint son maximum. Quitte & remplacer A
par certain T" A (on a f.(A) = f.(T™A)), on peut supposer que Re(Az) €]—1, 1].
On a |Az| > 1, sinon Im(SAz2) = Im(Az)/|Az|? > Im(Az), une contradiction. Si
|Az| > 1, alors on a Az € T. Sinon Az est de la forme e*? avec 7/3 < 6 < 27/3.
Lorsque 0 € [1/3,7/2], on a Az € T. Si 0 €]7/2,27/3[, on a SAz = ("9 € T.
Par conséquent, I'Norb(z) # 0. Pour montre 1'unicité du point commun de orb(z)

A-(B-z)=A

= (AB) - 2.

puisque ad — be = dét (A) = 1. Supposons que z = x + iy

. . . b
et I', il suffit de montrer que, si wy et ws sont deux points de I et A = [Z d} €

SLo(Z) est tel que Aw; = we, alors on a wy = wy. Ce dernier est vérifié lorsque
¢ = 0 car dans ce cas-la on a A = 1. Dans la suite, on suppose que ¢ # 0. Par
la symétrie, on peut supposer que Im(w;) < Im(wg). On a alors |wy| = 1 car
sinon |cw; + d|* = 2|w1|? + 2cdRe(wy) + d* > ¢® — |cd| + d? > 1 qui contradit
Im(w;) < Im(wg) = Im(wy)/|cwy + d|?. Si d =0, alors A = £5. Dans ce cas-la
Aw, ¢ T, une contradiction. Donc d # 0. Par conséquent, on a wy = €™/3 et
d = —c = =+1 (sinon on a encore |cw; +d|*> > 1). On peut supposer d = —c = —1
(car —Aw; = Aw;) et donc a + b = —1. On en déduit Aw; = a + e'™/3 . Donc
a=0et w =ws.



