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Feuille d’exercices 111

Exercice 1 Soit p un nombre premier tel que p =1 (mod 4).

1) Montrer qu’il existe un caractere x de F)¢ qui est d’ordre 4.

2) Montrer que 'image de x est {£1, +i}.

3) En déduire que la somme de Jacobi J(x, x) est dans Z + Zi.
)

4) En déduire qu’il existe deux entiers a et b tels que p = a? + b2. [Indication : on
utilise les résultats de Uexercice 8 de la feuille 2.]

Exercice 2 Pour tout entier strictement positif n et tout nombre premier p, on désigne
par v,(n) 'exposant de p dans la décomposition canonique de n en produit de puis-
sances de nombres premiers. On désigne par () la classe des entier strictement positif
n qui vérifie la condition suivante :

Vnombre premier p, p =3 (mod 4) = v,(n) est pair.

Le but de cet exercice est de montrer que I’ensemble ) s’identifie a la classe des entiers
exprimables comme la somme de deux carrés. Dans la suite, on désigne par h la fonction
indicatrice de I’ensemble des sommes de deux carrés.

1) Soient a, b, ¢ et d quatre entiers. En exprimant (a? + b?)(c? + d?) comme la somme
de deux carrés, montrer que la fonction h vérifie h(mn) > h(m)h(n) (m,n € N,.).

2) En déduire que, pour tout n € Q, on a h(n) = 1.

3) Soit n = a? + b un entier strictement positif avec a,b € Z. On suppose que p soit
un nombre premier tel que v,(n) =2s+1, s € N.

(i) Montrer que, min(vp(a), vy(b)) < s.

(ii) On suppose que t = v,(a) < s. Montrer que v,(b) = t.
(iii) En déduire qu’il existe deux entiers o et 3 tels que p | a2 + 5% et que p{ af3.
(iv) En déduire que p =1 (mod 4).

4) Conclure.

Exercice 3 Soient n un entier strictement positif et p un nombre premier.

1) Soit k un entier positif ou nul. Montrer que le nombre des entiers strictement positifs
m < n qui sont divisibles par p* est [n/p*].

2) En déduire que

up(nl) =Y n/p*].

k>1

3) Montrer que
n
+

n n
——l<vn) < — 4+ ——-.
p p(n) p pp-1)



Exercice 4 Dans cet exercice, le symbol p désigne un nombre premier générique. Pour
tout & > 0, on désigne par m(x) le nombre des nombres premiers < z. Autrement dit,
m(x) = qu 1. Pour tout n € Ny, soit d,, le ppecm de 1,2,...,n

1) Soit m un entier dans N,.. Montrer que (2";1“) < 4™, En déduire que
H p < 4™,
m+1<p<2m+1

2) Montrer que []
3) En déduire que

p<n P < A" [Indication : récurrence sur n.]

w(n) < nln4 L
Int

quel que soit ¢ €]1,n).
4) En déduire que
m(n) < (21n4+ 1)1

nn
des que n > 4.
5) Montrer que m(n) > In(d,)/In(n
6) Pour tous entiers 1 < m < n, soit I(m, n) = fol 2™ (1 — x)" "™ dg.
(i) Montrer que d,I(m,n) € Z.
(ii) Montrer que I(m,n)~' =m().
(iii) En déduire que n( ) | don, €t (n+1) (Q”H) | don1-
(iv) Montrer que n(2n + 1)(*") | dan+1, en déduire que da, 41 > n4™.

7) Monter que dy, > 2™ quel que soit n > 7. En déduire que 7(n) > nlog(2)/log(n)
pour tout n > 4.

Exercice 5 Le but de cet exercice est de montrer le premier théoreme de Mertens
In
Z 2P et 0(1).
p<w
Dans la suite, n désigne un entier strictement positif.
1) Montrer qu’il existe ¥ € [0, 1] tel que
In(n!) =nlnn—n+1+Jlnn.

[Indication : comparer la somme a une intégrale.|

2) Montrer que ”Z (7 - 1I1p> <In(n!) < nz (lnp + p(ll)n_pl))

3) Eu utilisant I'exercice 4, 2), montrer que Z — < Inn+1In4.
p<n

p<n

1
4) Monter que Z P <In4.

p<n p<p - 1>

5) En déduire que Z — >1Inz — 1 — In4. Conclure.
p<z



