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Feuille d’exercices VI

Exercice 1 1) Montrer que \/2 est un nombre irrationnel.

2) Montrer que le nombre
V2
(va)*”
est rationnel.

3) En déduire qu'il existe deux nombres réels irrationnels positifs a et 3 tels que o
soit rationnel.

Exercice 2 Pour tous entiers n > 1 et d > 1 soit
fra(z) =2""z=1)" - (z =)™

Soit ¢, 4(k) le coefficient de 2¥ dans la décomposition de fn,d comme une combinaison
linéaire de monomes.

1) Montrer que, pour tout entier n > 1, on a
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2) Montrer que, pour tout w € {1,...,d}, on a
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3) Pour tout nombre complexe z, soit

(d+1)n—1 k—n Lm
= |
Fa(z) D HKewak) Y ml
k=n—1 m=0
(d+1)n—1 m
Roa(z)= . Keak) } o
k=n—1 m>=k me
Montrer que, pour tout w € {1,...,d}, on a
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Z k'cn d = Fn}d(w) + Rn’d(w),
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4) Montrer que |c, q(k)| < (2d)"4.
5) Montrer que, pour tout w € {1,...,d}, on a

|Rp.a(w)| < e®2ndg?ndtn=1(nd 4 1).

6) Montrer que, si (ag,...,aq) € Z3*! est une famille d’entiers tel que ag # 0, alors
pour tout nombre premier p assez grand,
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est un entier non-nul.
7) En déduire que e est un nombre transcendent.

8) Montrer que 7 est un nombre irrationnel.

Exercice 3 Soit A un réseau dans R™ (i.e. un sous-groupe de rang n de R™). Soit F un
domaine fondamental de A, c’est-a-dire le parallélogramme défini par une base de A.
On désigne par vol la mesure de Lebesgue de R™. Le but de cet exercice est de montrer
que, si U est un sous-ensemble convexe et symétrique (par rapport a lorigine) de R™
tel que vol(U) > 2"vol(F), alors U N A contient au moins un élément non-nul.

1) Soit V = {1z : 2 € U}. Exprimer vol(V) en fonction de vol(U).
2) Montrer qu'il existe z,y € A,  # y tels que (V +z)N(V +y) # 2.

3) Conclure.

Exercice 4 Soient n > m deux entiers strictement positifs, et A = (a;j) € Myxn(Z)

une matrice non-nulle. Soit || A|| := max; ; |a;;|. Pour tout élément t = (¢4, ...,t,) € Z",

soit ||t|| := max; |t;|. Soient Z la partie entiere de (n||A[|)™/ =™ et E = {0,1,..., Z}™

1) Déterminer le cardinale de E.

2) Pour tout j € {1,...,m}, soit u; le nombre des éléments strictement négatifs dans
la ji™me colonne de A. Montrer que, pour tout x € E, la j1™¢ coordonnée de Ax
prend valeur dans [—u;|| 4| Z, (n — u,)||A||Z].

3) En déduire que le cardinale de A(F) est majoré par
(n||Al1Z + 1)™.

4) Montrer que Z +1 — (Z 4 1)~ (r=m)/m > 7

5) En déduire que |A(E)| < |E|.

6) En déduire qu'’il existe un vecteur non-nul t € Z™ tel que ||¢]] < Z.



