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Feuille d’exercices 11

Exercice 1 50it G un groupe com-
mutatif fini dont I’élément unité est
noté comme e.

1) Montrer que, si G est cyclique, alors
pour tout eniter m > 0, I'équation

x" = e admet au plus m solutions

dans .

2) Soit g un élément du plus grand
ordre dans GG. Soit n son ordre. Mon-
trer que, pour tout élément h de G,
I'ordre de h divise n.

3) En déduire que, pour tout h € G,
onah' =e.

4) Montrer que la réciproque de 1) est
aussl vraile.



Exercice 2 Soit R un anneau integre.

1) Montrer que tout polynome P de
degré d > 1 dans R|X] admet au
plus d racines dans R. [Indication :
passer au corps des fractions de

R

2) En appliquant le résultat de 1) au
cas ou P(X) = X% — 1, montrer
que tout sous-groupe fini de R est
cyclique.

3) En déduire que, si F' est un corps
fini, alors /' est un groupe cyclique.
Quel est 'ordre de ce groupe?

Exercice 3 Soit p un nombre premier
impaire. On désigne par f l'applica-
tion de (Z/pZ)” vers lui-méme qui en-
voie x en 22, Soit ()p I'image de 'ap-
plication f.



1) Montrer que, si h est un générateur
du groupe cyclique (Z/pZ)™, alors
() coincide avec I'ensemble des puis-
sances paires de h.

2) En déduire le cardinale de ).

3) Montrer que I'application x 7(P—1)/2
est un morphisme de groupes de (Z/pZ) ™
vers lul-meme dont le noyau est Q).
Déterminer son image.

4) Montrer que la classe de —1 est dans
(p siet seulement sip = 1 (mod 4).

5) En déduire qu’il y a une infinité de
nombres premiers de la forme 4m +
1. [Indication : on peut considérer
le nombre (2py - - - pr)°+1, otipy, ..., pr
sont les premiers r nombres pre-
miers de la forme 4m + 1.]



Exercice 4 Soit m > 2 un entier. On
appelle caractere de Dirichlet modulo

m toute fonction arithmétique y (i.e.
fonction de Ny vers C) tel qu’il existe

un morphisme de groupe x : (Z/mZ)” —
C* avec

\(n) = {O, pged(n,m) > 1,

x(n), pged(n,m) =1,
ou 1 désigne la classe de n dans Z /mZ.

1) Montrer que tout caractere de Diri-
chlet est une fonction arithmétique
completement multiplicative (autre-
ment dit, y(nd) = x(n)x(d) pour
tout (n,d) € N2).

2) Soit p un nombre premier. Montrer
que le symbole de Legendre modulo
p est un caractere de Dirichlet.



Exercice 5 Soit p un nombre premier
impair.

1) Soit g un générateur du groupe IF;Q.

On note h = g<p2_1>/8. Déterminer
l'ordre de h dans IF;Q.

2) Soient 7 = h 4+ h™1 et 1 'élément

unite de IF;Q. Montrer les relations
sulvantes :

)
=141, 7P= (—)T — WP,
p

3) En déduire que
p_ )T si p = =£1 (mod 8),
—7, sip =43 (mod 8)

4) En déduire que

(2) — (=) =D/8
p



5) En déduire qu’il y a une infinité de
nombres premiers de la forme 8m +
7.[Indication : on peut considérer
le nombre (4py - - - pr)°—2, oUpy, ..., pr
sont les premiers r nombres pre-
miers de la forme 8m + 7.]

Exercice 6 Soient p et ¢ deux nombres
premiers impairs, p # ¢. Le but de cet
exercice est de redémontrer la loi de
réciprocité quadratique par la théorie
des corps finis. Dans cet exercice, on

fixe un générateur g du groupe F;p_l.

1) Montrer que qp_1 est congru a 1
modulo p.

2) Soit h = g(qp_l_l)/p. Pour tout a €
7., 501t T4 1= Zg;ll (%) R Mon-

trer que 74 = (%) 1.



3) Montrer que 72 = (—1)P—1/2p1,
ou 1 est 'élement unité dans ¥ -1
En déduire que 7 € Fy si et seule-

ment si (—1)P~Ue=DAEL) = 1.

4) Soit & un élément de F 1 Mon-
trer que x € Iy s1 et seulement sl
x? =z

5) Montrer que 7{ = 7,. Conclure.

Exercice 7 Rappelons la loi de réciprocité
quadratique pour le symbole de Ja-
cobi :

(F)-Cotr @)= (3

ou a et b sont des entiers impaires pre-
miers entre eux.

1) Soit p > 3 un nombre premier. Mon-
trer que 3 est un résidu quadratique



modulo p si et seulement si p = +1
(mod 12).

2) Calculer (%) .

Exercice 8 Soit p un nombre premier
impair. On rappelle qu'un caractere de

IF;; est par définition un morphisme de
groupes de IF vers C*. En particu-
lier, I'application de e : F — C* qui
prend identiquement la valeur 1 est un
caractere de IF;;, appelé le caractere
principal. Il est utile dans cet exer-
cice d’étendre le domaine de définition

dun caractere (de F7) a [, en pre-

nant
0, x#e,
x(0) r{
I, x=e¢e.

Si(x1,---,Xn)est une famille de ca-



racteres de ), la somme de Jacobi de
(X1,---,Xn) est définie comme

J(X15- -5 Xn) = Z X1(t1) -+ xn(tn)-

bttty =1

On note en outre

Jo(xt---oxn) = > xalt) - xalta).
(tl,...,tn>€Fg
t14-- 4t =0

1) Soit x un caractere de IF;;. Montrer
que

> xlt) = {O’ X7

telf, P, X=¢

2) Soit G I'ensemble des caracteres de
F7. Montrer que G est un groupe
cyclique d’ordre p — 1.



3) Montrer que le symbole de Legendre
A est le seul caractere d’ordre 2 de
FX

D -

4) Soient a un élement de [y, et 7 un

diviseur de p — 1.

(i) On suppose que I'équation 2" =
a n’alt pas de solution dans IF,,.
Montrer qu’il existe un caractere
x € G d’ordre n tel que x(a) #
1 ([Indication : on peut considérer
n(p_1>/”, oun est un générateur

de G.]).

(ii) On désigne par N(z" = a) le
nombre des solutions de I'équation
2" = a dans [F,. Montrer que,

sia € F, alors N(z" = a) est

ou bien nul, ou bien égal a n.

| Indication : étudier [’équation



=1
(iii) Montrer que
N(z" =a) = Z x(a).
X€EG, X"=¢

(iv) En déduire que

N(z*=a)=1+ (%)

(v) Montrer que

N(z*+y° = 1) p+22 ( ) Z (p) (

a+b=1
ott N(z? + y* = 1) désigne le
nombre des solution de I'équation
2?2 + y? =1 dans IF]%.

5) Déterminer les valeurs de Jy(e, . . ., €)

et de J(e,... €).
6) On suppose que x1 # € et xn = €.



Montrer que

JO(X].?" ’7Xn) — J(Xl?' "7Xn) — O'

7) On suppose que X1+« + Xn 7 €, MOon-
trer que

Jo(X1s -+ Xn) = 0.

8) On suppose que les x1, . . ., Xn, Soient
non-principaux, et que leur produit

X1+ Xn Soit non-principal non plus.
Montrer que

J(X15 - xn)9(x1 - xn) = 9(x1) - 9(xn),

ou g est la somme de Gauss :

9(x) = D_ X)X,

teF,

9)Pour @ € Fy et x € G, on note
ga(Xx) = Ztelﬁ‘p X(t>62mat/p- En
calculant > ga(x)ga(X) par deux



méthodes, montrer que |g(x)| = /P

lorsque y # €.

10) En déduire que, si x # €, alors g(x)g(x) =
X(—=1)p.

11) On suppose que les x1, . . ., xn, soient
non-principaux, et que yi-::-xn =
e. Montrer que

g(x1) - 9(xn) = xn(=1)PJ (X1 - - -, Xn—1)-

12) On désigne par N(x%%—- i =1)
le nombre des solutions de I’équation
$%+' 422 = 1 dans ;. Montrer
que

N2+ 425 =1) = p" LT (), ...

\

7)\>7

J/

N

N coples
ou A est le symbole de Legendre.
13) Déterminer la valeur de N (x4 - -+
r2 = 1), on discutera la parité de
n.



