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Feuille d’exercices 111

Exercice 1 Soit p un nombre premier
tel que p =1 (mod 4).

1) Montrer qu’il existe un caractere y
de IF qui est d’ordre 4.

2) Montrer que I'image de x est {£1, +i}.

3) En déduire que la somme de Jacobi
J(x, x) est dans Z + Zi.

4) En déduire qu'il existe deux entiers
a et b tels que p = a? + V2. [Indi-
cation : on utilise les résultats de
'exercice 8 de la feuille 2.]

Exercice 2 Pour tout entier stricte-
ment positif n et tout nombre premier
p, on désigne par vy(n) I'exposant de p



dans la décomposition canonique de n
en produit de puissances de nombres
premiers. On désigne par €2 la classe
des entier strictement positif n qui vérifie
la condition suivante :

V nombre premier p, p =3 (mod 4) => vp(n) est

Le but de cet exercice est de mon-
trer que 1’ensemble () s’identifie a la
classe des entiers exprimables comme
la somme de deux carrés. Dans la suite,
on désigne par h la fonction indicatrice
de I'’ensemble des sommes de deux carrés.

1) Soient a, b, ¢ et d quatre entiers. En
exprimant (a”+b%)(¢?+d*) comme
la somme de deux carrés, montrer
que la fonction h vérifie h(mn) >

h(m)h(n) (m,n € Ny).
2) En déduire que, pour tout n € €,



on a h(n) = 1.

3) Soit n = a® + b? un entier stricte-
ment positif avec a, b € Z. On sup-
pose que p soit un nombre premier
tel que vp(n) =2s+1, s € N.

(i) Montrer que, min(vp(a), vp(b)) <
S.

(ii) On suppose que t = vp(a) < s.
Montrer que vp(b) = t.

(iii) En déduire qu’il existe deux en-
tiers av et 3 tels que p | o+ 57
et que p1af.

(iv) En déduire que p = 1 (mod 4).

4) Conclure.

Exercice 3 Soient n un entier stric-
tement positif et p un nombre premier.



1) Soit k un entier positif ou nul. Mon-
trer que le nombre des entiers stric-
tement positifs m < n qui sont di-
visibles par p* est |n/p"].

2) En déduire que

up(n!) Z [n/ PkJ

k>1
3) Montrer que
no (nl) < n,_n
— — vp(n!) < — .
p g p plp—1)

Exercice 4 Dans cet exercice, le sym-

bol p désigne un nombre premier générique.

Pour tout > 0, on désigne par m(x)
le nombre des nombres premiers < .
Autrement dit, 7(z) == > ~, 1. Pour

tout n € Ny, soit dp leppemde 1,2, ..., n

1) Soit m un entier dans Ny. Montrer



que (QmH) < 4™ En déduire que

m
H p < 4"

m+1<p<2m+1
2) Montrer que |[,<,,p < 4". [Indi-

cation : récurrence sur n.]
3) En déduire que

nln4

Int
quel que soit t €]1, n].

m(n) < + 1

4) En déduire que

m(n) < (2 In4 + 1)
des que n > 4.
5) Montrer que m(n) > In(dy,)/ In(n

6) Pour tous entiers 1 < m < n, soit
I(m,n) = fol 21— z)" M d,

Inn



(i) Montrer que dpI(m,n) € Z.

1 n

m
(iii) En déduire que n(%?) | doy, et
(n+ 1)) | dop.

n

(iv) Montrer que n(2n + 1)(2n) |

n
dopa1, en déduire que doy, 11 >

n4".
7) Monter que dy, > 2" quel que soit
n > 7. En déduire que w(n) >
nlog(2)/log(n) pour tout n > 4.

(if) Montrer que I(m,n) ™" = m(

Exercice 5 Le but de cet exercice est
de montrer le premier théoreme de Mer-

tens
]
ZM =Ilnx + O(1).
p=x b

Dans la suite, n désigne un entier stric-
tement positif.

).



1) Montrer qu’il existe ¥ € [0, 1] tel
que
In(n!) =nlnn —n+1+JInn.

Indication : comparer la somme
a une intégrale.]

2) Montrer que n Z (— —In p)

p<n p
] ]
n(n!) <nE (np npl)).

3) Eu utlhsant 1 exercice 4, 2), montrer

l
que Z% < Inn-+In4.

psn

4) Monter que Z

psn

Inp

< In 4.
p(p—1) —

l
5) En déduire que Z et A

p<x P



1 — In4. Conclure.



