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Feuille d’exercices I

Exercice 1 Soit 𝑅 un anneau commutatif intègre.

1) Montrer que tout polynôme 𝑃 de degré 𝑑 ⩾ 1 dans 𝑅[𝑋] admet au plus 𝑑 racines
dans 𝑅.

2) En appliquant le résultat de 1) au 𝑃 (𝑋) = 𝑋𝑑−1 (𝑑 ∈ ℕ, 𝑑 ⩾ 1), montrer que tout
sous-groupe fini de 𝑅× est cyclique.

3) En déduire que, si 𝐹 est un corps fini, alors 𝐹× est un groupe cyclique. Quel est
l’ordre de ce groupe ?

Exercice 2 Soit Φ𝑛 le 𝑛ième polynôme cyclotomique. C’est-à-dire

Φ𝑛(𝑋) =
∏

0⩽𝑘<𝑛
pgcd(𝑘,𝑛)=1

(𝑋 − e2𝑖𝑘𝜋/𝑛) ∈ ℂ[𝑋].

1) Montrer que, tout nombre rationnel 𝑘/𝑛 (𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛}) s’écrit de manière unique
sous la form 𝑎/𝑑 avec 𝑑 ∣ 𝑛, 𝑎 ∈ {1, . . . , 𝑑}, (𝑎, 𝑑) = 1.

2) En déduire que

𝑋𝑛 − 1 =
∏
𝑑∣𝑛

Φ𝑑(𝑋).

3) Montrer que Φ𝑛 ∈ ℤ[𝑋]. On peut raisonner par récurrence sur 𝑛.

Exercice 3 Soit 𝐾 un corps (non-nécessairement commutatif, mais 1 ∕= 0). Le but de
cet exercice est de montrer le théorème suivant de Wedderburn : si le cardinale de 𝐾
est fini, alors 𝐾 est commutatif. Dans la suite on suppose card(𝐾) < +∞.

1) Soit 𝑍 le centre de 𝐾, c’est-à-dire l’ensemble des éléments de 𝐾 qui commutent
avec tous les autres. Montrer que 𝑍 est un sous-corps de 𝐾.

2) Soit 𝑞 le cardinale de 𝑍. Montrer qu’il existe un entier 𝑛 ⩾ 1 tel que card(𝐾) = 𝑞𝑛.

On suppose désormais que 𝐾 n’est pas commutatif, qui implique 𝑛 ⩾ 2.

3) Pour tout 𝑥 ∈ 𝐾, soit 𝑍𝑥 l’ensemble des éléments de 𝐾 qui commutent avec 𝑥.
Montrer qu’il existe un entier 𝑑(𝑥) ∈ {1, . . . , 𝑛} tel que card(𝑍𝑥) = 𝑞𝑑(𝑥).

4) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ 𝐾, 𝑑(𝑥) divise 𝑛.

5) Considérons l’application de 𝐾××𝐾× vers 𝐾× qui envoie (𝑎, 𝑥) en 𝑎 ∗𝑥 := 𝑎𝑥𝑎−1.
Montrer que 1 ∗ 𝑥 = 𝑥 pour tout 𝑥 ∈ 𝐾× et que

(𝑎𝑏) ∗ 𝑥 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗ 𝑥)

quels que soient 𝑎, 𝑏, 𝑥 ∈ 𝐾×.



6) Pour tout 𝑥 ∈ 𝐾× soit stab(𝑥) l’ensemble des 𝑎 ∈ 𝐾× tels que 𝑎 ∗ 𝑥 = 𝑥. Montrer
que 𝑍𝑥 = stab(𝑥) ∪ {0}. En déduire que card(stab(𝑥)) = 𝑞𝑑(𝑥) − 1.

7) Pour tout 𝑥 ∈ 𝐾× soit orb(𝑥) := {𝑎 ∗ 𝑥 ∣ 𝑎 ∈ 𝐾×}. Montrer que card(orb(𝑥)) = 1 si
et seulement si 𝑥 ∈ 𝑍×.

8) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ 𝐾×, on a

card(𝐾×) = card(orb(𝑥)) ⋅ card(stab(𝑥)).

9) Soient 𝑧 un générateur du groupe cyclique 𝑍×. Montrer qu’il existe des éléments
𝑦1, . . . , 𝑦𝑟 dans 𝐾× ∖ 𝑍× tels que 𝐾× soit la réunion disjointe des orbites

orb(𝑧), . . . , orb(𝑧𝑞−1), orb(𝑦1), . . . , orb(𝑦𝑟).

10) En déduire que

𝑞𝑛 − 1 = 𝑞 − 1 +

𝑟∑
𝑖=1

𝑞𝑛 − 1

𝑞𝑑(𝑦𝑖) − 1

11) Soit 𝐹 le polyôme

𝐹 (𝑋) := (𝑋𝑛 − 1)−
𝑟∑

𝑖=1

𝑋𝑛 − 1

𝑋𝑑(𝑦𝑖) − 1
.

Montrer que 𝐹 ∈ ℤ[𝑋].

12) Montrer que, pour tout 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, on a 𝑑(𝑦𝑖) < 𝑛. En déduire que le 𝑛ième

polynôme cyclotomique Φ𝑛 divise le polynôme

𝑋𝑛 − 1

𝑋𝑑(𝑦𝑖) − 1

dans ℤ[𝑋].

13) Montrer qu’il existe 𝐺 ∈ ℤ[𝑋] tel que 𝐹 = Φ𝑛𝐺.

14) Montrer que 𝐹 (𝑞) = 𝑞 − 1.

15) En déduire qu’il existe une racine complexe 𝜁 de Φ𝑛 telle que ∣𝑞 − 𝜁∣ ⩽ 𝑞 − 1.
Conclure.


