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Feuille d’exercices X

Exercice 1 Soit 𝑝 un nombre premier. On désigne par ℚ𝑝 le corps 𝑝-adique et par ∣ ⋅ ∣𝑝
la valeur absolue 𝑝-adique sur ℚ𝑝. On fixe en outre une clôture algébrique ℚ𝑝 de ℚ𝑝.

1) Montrer que la valeur absolue ∣ ⋅ ∣𝑝 s’étend de façon unique sur ℚ𝑝.

Pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, soit 𝜁𝑛 une racine 𝑛-ième de l’unité qui est primitive. Soit
𝑘 : ℕ ∖ {0} → ℕ ∖ {0} l’application telle que

𝑘(𝑛) =

{
𝑛, (𝑝, 𝑛) = 1,

1, 𝑝 ∤ 𝑛.

Pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, soit

𝛼𝑛 =
∑

1⩽𝑚⩽𝑛

𝜁𝑘(𝑚)𝑝
𝑚.

2) Montrer que (𝛼𝑛)𝑛⩾1 est une suite de Cauchy dans ℚ𝑝.

3) Soit 𝑛 ⩾ 1 un entier qui n’est pas divisible par 𝑝. Montrer que, si 𝜁 ∈ ℚ𝑝 est une
racine 𝑛-ième de l’unité qui est différent de 𝜁𝑛, alors il existe un élément 𝑎 ∈ ℤ𝑝 tel
que 𝑎(𝜁 − 𝜁𝑛)− 1 ∈ 𝑝ℤ𝑝.

4) On suppose que la suite (𝛼𝑛)𝑛⩾1 converge dans ℚ𝑝 vers un élément 𝛼 et on note
𝐾 = ℚ𝑝(𝛼). On suppose que 𝑚 ⩾ 2 est un entier non-divisible par 𝑝 et tel que
{𝜁𝑘(1), . . . , 𝜁𝑘(𝑚−1)} ⊂ 𝐾.

(i) Soit 𝛽𝑚 = 𝛼− 𝛼𝑚−1. Montrer que 𝛽𝑚 ∈ 𝐾.

(ii) Montrer que la réduction de 𝛽𝑚
𝑚 modulo 𝑝 est 1.

(iii) En déduire qu’il existe 𝜁 ∈ 𝐾 tel que 𝜁𝑚 = 1 et que 𝜁 ≡ 𝜁𝑚 modulo 𝑝.

(iv) En déduire que 𝜁𝑚 ∈ 𝐾.

5) Montrer que ℚ𝑝 n’est pas complet.

Dans la suite, on désigne par ℂ𝑝 le complété de ℚ𝑝. Pour tout polynôme 𝐹 =
∑

𝑖 𝑎𝑖𝑋
𝑖

dans ℂ𝑝[𝑋], on note ∥𝐹∥ := max𝑖 ∣𝑎𝑖∣𝑝. On fixe un polyôme unitaire 𝑃 à coefficient
dans ℂ𝑝. Soit 𝑑 le degré de 𝑃 , supposé être ⩾ 1.

6) Montrer qu’il existe une suite (𝑃𝑛)𝑛⩾1 de polynômes unitaires de degré 𝑑 dans ℚ𝑝[𝑋]
telle que la suite (∥𝑃𝑛 − 𝑃∥)𝑛⩾1 soit contenue dans [0, 1[ et converge vers 0.

7) Soit 𝑥𝑛 une racine de 𝑃𝑛 dans ℚ𝑝.

(i) Soient (𝑥𝑛+1,𝑖)
𝑑
𝑖=1 les 𝑑 racines de 𝑃𝑛+1 (en comptant les multiplicités). Mon-

trer que
𝑑∏

𝑖=1

∣𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1,𝑖∣𝑝 ⩽ ∥𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛∥max(1, ∣𝑥𝑛∣𝑑𝑝).

(ii) En déduire qu’il existe une racine 𝑥𝑛+1 de 𝑃𝑛+1 telle que

(∗) ∣𝑥𝑛 − 𝑥𝑛+1∣ ⩽ ∥𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛∥1/𝑑 max(1, ∣𝑥𝑛∣𝑝).



8) Soit (𝑥𝑛)𝑛⩾1 une suite dans ℚ𝑝 telle que, pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, 𝑥𝑛 soit une racine
de 𝑃𝑛, et la relation (∗) soit vérifiée. Montrer que la suite (𝑥𝑛)𝑛⩾1 est bornée.

9) En déduire que (𝑥𝑛)𝑛⩾1 est une suite de Cauchy.

10) Soit 𝑥 la limite de la suite (𝑥𝑛)𝑛⩾1. Montrer que 𝑥 est une racine du polynôme 𝑃 .

11) En déduire que ℂ𝑝 est algébriquement clos.

Exercice 2 Pour tout entier strictement positif 𝑛 et tout nombre premier 𝑝, on désigne
par 𝑣𝑝(𝑛) l’exposant de 𝑝 dans la décomposition canonique de 𝑛 en produit de puis-
sances de nombres premiers. On désigne par Ω la classe des entier strictement positif
𝑛 qui vérifie la condition suivante :

∀nombre premier 𝑝, 𝑝 ≡ 3 (mod 4) =⇒ 𝑣𝑝(𝑛) est pair.

Le but de cet exercice est de montrer que l’ensemble Ω s’identifie à la classe des entiers
exprimables comme la somme de deux carrés. Dans la suite, on désigne par ℎ la fonction
indicatrice de l’ensemble des sommes de deux carrés.

1) Soient 𝑎, 𝑏, 𝑐 et 𝑑 quatre entiers. En exprimant (𝑎2 + 𝑏2)(𝑐2 + 𝑑2) comme la somme
de deux carrés, montrer que la fonction ℎ vérifie ℎ(𝑚𝑛) ⩾ ℎ(𝑚)ℎ(𝑛) (𝑚,𝑛 ∈ ℕ∗).

2) En déduire que, pour tout 𝑛 ∈ Ω, on a ℎ(𝑛) = 1.

3) Soit 𝑛 = 𝑎2 + 𝑏2 un entier strictement positif avec 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ. On suppose que 𝑝 soit
un nombre premier tel que 𝑣𝑝(𝑛) = 2𝑠+ 1, 𝑠 ∈ ℕ.
(i) Montrer que, min(𝑣𝑝(𝑎), 𝑣𝑝(𝑏)) ⩽ 𝑠.

(ii) On suppose que 𝑡 = 𝑣𝑝(𝑎) ⩽ 𝑠. Montrer que 𝑣𝑝(𝑏) = 𝑡.

(iii) En déduire qu’il existe deux entiers 𝛼 et 𝛽 tels que 𝑝 ∣ 𝛼2 + 𝛽2 et que 𝑝 ∤ 𝛼𝛽.
(iv) En déduire que 𝑝 ≡ 1 (mod 4).

4) Conclure.


