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Feuille d’exercices XI

Pour tout nombre réel 𝛼, soit ∥𝛼∥ la distance entre 𝛼 et ℤ. Pour 𝛼 ∈ ℝ et𝑁 ∈ ℕ∖{0},
on désigne par 𝑆(𝑁,𝛼) la somme ∑

𝑛⩽𝑁

Λ(𝑛)e(𝑛𝛼),

où Λ = 𝜇 ∗ log est la fonction de Mangoldt, et e(𝑥) = e2𝜋𝑖𝑥.

1. Montrer que, pour tout 𝛼 ∈ ℝ, on a

∥𝛼∥ = min(⟨𝛼⟩, 1− ⟨𝛼⟩),
où ⟨𝛼⟩ désigne la partie fractionnaire de 𝛼.

2. Soient 𝛼 un nombre réel et 𝑁 ⩾ 1 un entier. Montrer que, si

max
1⩽𝑛⩽𝑁

⟨𝑛𝛼⟩ < 𝑁/(𝑁 + 1),

alors il existe deux entiers distincts 𝑛 et 𝑚 dans {0, . . . , 𝑁} tels que

∣⟨𝑛𝛼⟩ − ⟨𝑚𝛼⟩∣ < 1/(𝑁 + 1).

En déduire que l’on a toujours

min
1⩽𝑛⩽𝑁

∥𝑛𝛼∥ ⩽ 1

𝑁 + 1
.

3. Montrer que, si 𝛼 ∈ ℝ ∖ℚ, alors l’ensemble des nombres rationnels 𝑎/𝑞 (où 𝑎, 𝑞 ∈ ℤ,
𝑞 > 0) tels que ∣∣∣𝑎

𝑞
− 𝛼

∣∣∣ ⩽ 1

𝑞2

est infini.

4. Montrer qu’il existe une constante absolue 𝐶0 telle que, pour tout 𝛼 ∈ ℝ et tous
entiers 𝑁2 > 𝑁1 > 0, on ait∣∣∣∣ ∑

𝑁1<𝑛⩽𝑁2

e(𝑛𝛼)

∣∣∣∣ ⩽ 𝐶0 min
(
𝑁2 −𝑁1,

1

∥𝛼∥
)
.

5. Soient 𝛼 ∈ ℝ et 𝑁,𝑇 des entiers ⩾ 1. Montrer que∑
𝑡⩽𝑇

max
𝑚

∣∣∣∣ ∑
𝑚⩽𝑟⩽𝑁/𝑡

e(𝑟𝑡𝛼)

∣∣∣∣ ⩽ 𝐶0

∑
𝑡⩽𝑇

min
(𝑁
𝑡
,

1

∥𝑡𝛼∥
)
.

6. Pour des nombres 𝑈, 𝑉 ⩾ 1 et 𝑠 ∈ ℝ, on note

𝐹𝑈 (𝑠) =
∑
𝑛⩽𝑈

Λ(𝑛)

𝑛𝑠
, 𝐺𝑉 (𝑠) =

∑
𝑛⩽𝑉

𝜇(𝑛)

𝑛𝑠
.



Vérifier l’équalité

−𝜁 ′(𝑠)
𝜁(𝑠)

= 𝐹 (𝑠)− 𝜁(𝑠)𝐹 (𝑠)𝐺(𝑠)− 𝜁 ′(𝑠)𝐺(𝑠)−
(𝜁 ′(𝑠)
𝜁(𝑠)

+ 𝐹 (𝑠)
)
(1− 𝜁(𝑠)𝐺(𝑠))

et en déduire que Λ(𝑛) s’écrit comme la somme des quatre termes suivants

𝑎1,𝑈 (𝑛) = 11𝑛⩽𝑈Λ(𝑛), 𝑎2,𝑈,𝑉 (𝑛) = −
∑
𝑚𝑑∣𝑛

𝑚⩽𝑈, 𝑑⩽𝑉

Λ(𝑚)𝜇(𝑑),

𝑎3,𝑉 =
∑

𝑑∣𝑛, 𝑑⩽𝑉

𝜇(𝑑) log
𝑛

𝑑
, 𝑎4,𝑈,𝑉 = −

∑
𝑚𝑘=𝑛

𝑚>𝑈, 𝑘>1

Λ(𝑚)
∑

𝑑∣𝑘, 𝑑⩽𝑉

𝜇(𝑑).

7. Soit
𝑆1,𝑈 (𝑁,𝛼) :=

∑
𝑛⩽𝑁

𝑎1,𝑈 (𝑛)e(𝑛𝛼).

Montrer qu’il existe une constante absolue 𝐶1 telle que, pour tout entier 𝑈 ∈
{1, . . . , 𝑁}, on a

∣𝑆1,𝑈 (𝑁,𝛼)∣ ⩽ 𝐶1𝑈.

8. Soit
𝑆2,𝑈,𝑉 (𝑁,𝛼) =

∑
𝑛⩽𝑁

𝑎2,𝑈,𝑉 (𝑛)e(𝑛𝛼).

Montrer que

𝑆2,𝑈,𝑉 (𝑁,𝛼) = −
∑

𝑡⩽𝑈𝑉

∑
𝑚𝑑=𝑡

𝑚⩽𝑈, 𝑑⩽𝑉

𝜇(𝑑)Λ(𝑚)
∑

𝑟⩽𝑁/𝑡

e(𝑟𝑡𝛼).

En déduire que

∣𝑆2,𝑈,𝑉 (𝑁,𝛼)∣ ⩽ 𝐶0 log(𝑈𝑉 )
∑

𝑡⩽𝑈𝑉

min
(𝑁
𝑡
,

1

∥𝑡𝛼∥
)
.

9. Soit
𝑆3,𝑉 (𝑁,𝛼) =

∑
𝑛⩽𝑁

𝑎3,𝑉 (𝑛)e(𝑛𝛼).

Montrer que

𝑆3,𝑉 (𝑁,𝛼) =

∫ 𝑁

1

∑
𝑑⩽𝑉

𝜇(𝑑)
∑

𝑥⩽𝑚⩽𝑁/𝑑

e(𝑑𝑚𝛼)
d𝑥

𝑥
.

En déduire que

∣𝑆3,𝑉 (𝑁,𝛼)∣ ⩽ 𝐶0 log(𝑁)
∑
𝑡⩽𝑉

min
(𝑁
𝑡
,

1

∥𝑡𝛼∥
)
.

10. Soit 𝛼 ∈ ℝ. Soient 𝑎 et 𝑞 deux entiers tels que 𝑞 ⩾ 1 et pgcd(𝑎, 𝑞) = 1. On suppose
que ∣∣∣𝛼− 𝑎

𝑞

∣∣∣ ⩽ 1

𝑞2
.



1) Montrer que, pour tout entier 𝑇 ⩾ 1

∑
𝑡⩽𝑇

min
(𝑁
𝑡
,

1

∥𝑡𝛼∥
)
⩽

∑
0⩽ℎ⩽𝑇/𝑞

𝑞∑
𝑟=1

min
( 𝑁

ℎ𝑞 + 𝑟
,

1

∥𝑟𝑎/𝑞 + ℎ𝑞𝛽 + 𝑟𝛽∥
)
,

où 𝛽 = 𝛼− 𝑎/𝑞.

2) Montrer que∑
𝑟⩽𝑞/2

min
(𝑁
𝑟
,

1

∥𝑟𝑎/𝑞 + 𝑟𝛽∥
)
⩽

∑
𝑟⩽𝑞/2

1

∥𝑟𝑎/𝑞∥ − 1/2𝑞
= 𝑂(𝑞 log 𝑞).

3) Soit 𝐼 un intervalle dans [0, 1] qui est de longueur 1/𝑞. Montrer qu’il existe au
plus quatre éléments 𝑟 ∈ {1, . . . , 𝑞} tels que

𝑟𝑎

𝑞
+ ℎ𝑞𝛽 + 𝑟𝛽 ∈ 𝐼 + ℤ.

4) Supposons que ℎ et 𝑟 sont des entiers tels que ℎ ⩾ 1 ou 𝑟 > 𝑞/2. Montrer que
ℎ𝑞 + 𝑟 ⩾ (ℎ+ 1)𝑞/2.

5) En déduire que∑
𝑡⩽𝑇

min
(𝑁
𝑡
,

1

∥𝑡𝛼∥
)
= 𝑂

((𝑁
𝑞

+ 𝑇 + 𝑞
)
log(2𝑞𝑇 )

)
.

11. Soit
𝑆4,𝑈,𝑉 (𝑁,𝛼) =

∑
𝑛⩽𝑁

𝑎4,𝑈,𝑉 (𝑛)e(𝑛𝛼).

On admet que

∣𝑆4,𝑈,𝑉 (𝑁,𝛼)∣ = 𝑂

(
𝑁1/2(log𝑁)3 max

𝑈⩽𝑀⩽𝑁/𝑉

(
𝑀 +

∑
1⩽𝑚⩽𝑁/𝑀

)
min

(𝑁
𝑚

,
1

∥𝑚𝛼∥
))

.

Montrer que, si 𝑞 ⩾ 1 est un entier tel que ∥𝑞𝛼∥ ⩽ 1/𝑞, alors

∣𝑆(𝑁,𝛼)∣ = 𝑂(𝑁𝑞−1/2 +𝑁4/3 + (𝑁𝑞)1/2(log𝑁)4).


