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Feuille d’exercices II

Exercice 1 Soient 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 des entiers. Le but de cet exercice est de montrer qu’il
existe deux indices 𝑘 et 𝑙 dans {0, . . . , 𝑛}, 𝑘 < 𝑙, tels que 𝑎𝑘+1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑙 soit divisible
par 𝑛.

1) Pour tout 𝑖 ∈ {0, . . . , 𝑛}, soit
𝑏𝑖 =

∑
1⩽𝑗⩽𝑖

𝑎𝑗 .

Montrer qu’il existe deux nombres 𝑏𝑘 et 𝑏𝑙 (𝑘 < 𝑙) dont les images dans ℤ/𝑛ℤ
cöıncident.

2) Conclure.

Exercice 2 On désigne par ℙ(𝑛) l’énoncé suivant : pour toute famille (𝑎𝑖)
2𝑛−1
𝑖=1 de

2𝑛 − 1 entiers (𝑛 ⩾ 1), il existe un sous-ensemble 𝐼 de cardinale 𝑛 de {1, . . . , 2𝑛 − 1}
tel que

∑
𝑖∈𝐼 𝑎𝑖 soit divisible par 𝑛.

1) Soient 𝑛 et 𝑚 deux entiers ⩾ 1. On suppose vérifée la condition ℙ(𝑛). Soit (𝑎𝑖)2𝑚𝑛−1
𝑖=1

une famille de 2𝑚𝑛− 1 entiers. Montrer qu’il exsite 2𝑚− 1 sous-ensembles deux-à-
deux disjoints 𝐼1, . . . , 𝐼2𝑚−1 de {1, . . . , 2𝑚𝑛−1} tels que, pour tout 𝑖 ∈ {1, . . . , 2𝑚−
1}, la somme

∑
𝑗∈𝐼𝑖

𝑎𝑗 soit divisible par 𝑛.

2) En déduire que, pour tous entiers 𝑛,𝑚 ⩾ 1, on a

ℙ(𝑛) et ℙ(𝑚) =⇒ 𝑃 (𝑛𝑚).

Dans la suite, on fixe un nombre premier 𝑝.

3) Soit (𝑎𝑖)
2𝑝−1
𝑖=1 une famille de 2𝑝−1 entiers. Montrer que le système d’équations (dont

𝑋1, . . . , 𝑋2𝑝−1 sont des indéterminées){
𝑎1𝑋

𝑝−1
1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎2𝑝−1𝑋

𝑝−1
2𝑝−1 = 0,

𝑋𝑝−1
1 + ⋅ ⋅ ⋅+𝑋𝑝−1

2𝑝−1 = 0

admet une solution (𝑥1, . . . , 𝑥2𝑝−1) qui n’est pas identiquement nulle dans 𝔽2𝑝−1
𝑝 .

4) Soit 𝐼 l’ensemble des indices 𝑖 ∈ {1, . . . , 2𝑝−1} tels que 𝑥𝑖 ∕= 0. Montrer que card(𝐼)
est divisible par 𝑝. En déduire que card(𝐼) = 𝑝.

5) Montrer que
∑

𝑖∈𝐼 𝑎𝑖 est divisible par 𝑝.

6) En déduire que l’énoncé ℙ(𝑛) est vrai pour tout entier 𝑛 ⩾ 1.

Exercice 3 On appelle anneau local tout anneau commutatif qui admet un et un seul
idéal maximal.

1) Soient 𝐴 un anneau et 𝔪 un idéal de 𝐴, 𝔪 ∕= 𝐴. On suppose que tout élément dans
𝐴 ∖𝔪 est inversible. Montrer que 𝐴 est un anneau local.

2) Soient 𝐴 un anneau local et 𝔪 l’idéal maximal de 𝐴. Montrer que tout élément de
𝐴 ∖𝔪 est inversible.



3) Soient 𝐴 un anneau et 𝔪 un idéal maximal de 𝐴. On suppose que tout élément
𝑥 ∈ 𝔪 est nilpotent (i.e., il existe un entier 𝑛 ⩾ 1 tel que 𝑥𝑛 = 0). Montrer que 𝐴
est un anneau local.

4) Soit 𝑝 un nombre premier et 𝛼 ⩾ 1 un entier. Montrer que l’anneau ℤ/𝑝𝛼ℤ est local.

5) Déterminer l’idéal maximal de ℤ/𝑝𝛼ℤ puis le cardinale de (ℤ/𝑝𝛼ℤ)×.

Exercice 4 Soient 𝑝 un nombre premier impair et 𝛼 ⩾ 1 un entier.

1) Soit 𝜉 la classe de congruence de 1 + 𝑝 dans ℤ/𝑝𝛼ℤ. Montrer que 𝜉 est un élément
de (ℤ/𝑝𝛼ℤ)×.

2) Montrer que l’ordre de 𝜉 dans (ℤ/𝑝𝛼ℤ)× est 𝑝𝛼−1. On peut raisonner par récurrence
sur 𝛼.

3) Montrer que l’application de projection ℤ/𝑝𝛼ℤ → ℤ/𝑝ℤ induit un morphisme de
groupes (ℤ/𝑝𝛼ℤ)× → (ℤ/𝑝ℤ)× qui est surjectif.

4) En déduire qu’il existe un élément 𝑥 d’ordre 𝑝− 1 dans (ℤ/𝑝𝛼ℤ)×.
5) Calculer l’ordre de 𝑥𝜉 puis montrer que le groupe (ℤ/𝑝𝛼ℤ)× est cyclique.

Exercice 5 Soit 𝛼 ⩾ 3 un entier.

1) Montrer que le groupe (ℤ/4ℤ)× est cyclique.

2) Soit 𝜉 la classe de 5 dans ℤ/2𝛼ℤ. Montrer que 𝜉 est un élément d’ordre 2𝛼−2 dans
(ℤ/2𝛼ℤ)×.

3) Montrer que 2𝛼−1 + 1 ∕≡ −1 (mod 2𝛼). En déduire que la classe de −1 n’est pas
dans le sous-groupe de (ℤ/2𝛼ℤ)× engendré par 𝜉.

4) En déduire que (ℤ/2𝛼ℤ)× est isomorphe à (ℤ/2𝛼−2ℤ) × (ℤ/2ℤ). Ce groupe est-il
cyclique ?

Exercice 6 Soit 𝐾 un corps commutatif. On appelle valuation discrète sur 𝐾 tout
morphisme de groupes 𝑣 : 𝐾× → (ℤ,+) tel que 𝑣(𝑥 + 𝑦) ⩾ min(𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦)). Si 𝑣 est
une valuation discrète sur 𝐾, on étend 𝑣 en une application de 𝐾 vers ℤ ∪ {+∞} de
sorte que 𝑣(0) = +∞. On convient que ℤ ∪ {+∞} est muni d’une relation d’ordre qui
prolonge la relation d’ordre usuelle et telle que 𝑛 ⩽ +∞ pour tout 𝑛 ∈ ℤ. Dans la
suite, soit 𝐾 un corps muni d’une valuation discrète 𝑣.

1) Montrer que 𝒪𝐾,𝑣 := {𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑣(𝑥) ⩾ 0} est un sous-anneau de 𝐾.

2) Montrer que l’anneau𝒪𝐾,𝑣 est local dont l’idéal maximal est𝔪𝐾,𝑣 := {𝑥 ∈ 𝐾 ∣ 𝑣(𝑥) >
0}.

3) Montrer que l’idéal 𝔪𝐾,𝑣 est principal.

4) Soit 𝜛 un élément qui engendre 𝔪𝐾,𝑣. Montrer que tout idéal non-nul de 𝒪𝐾,𝑣 est
engendré par une puissance de 𝜛. En déduire que 𝒪𝐾,𝑣 est un anneau principal.

5) Soit 𝑝 un nombre premier. Pour tout entier non-nul 𝑛, soit 𝑣𝑝(𝑛) l’exposant de 𝑝
dans la décomposition euclidienne de 𝑛. Montrer que la fonction 𝑣𝑝 s’étend de façon
unique en une valuation discrète sur ℚ (appelée la valuation 𝑝-adique).

6) Soit 𝑝 un nombre premier. Établir la relation

𝑣𝑝(𝑛!) =
∑
𝑘⩾1

⌊
𝑛

𝑝𝑘

⌋
(𝑛 ⩾ 1)

7) En déduire
𝑛

𝑝
− 1 < 𝑣𝑝(𝑛!) ⩽

𝑛

𝑝
+

𝑛

𝑝(𝑝− 1)
.


