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Feuille d’exercices IV

Exercice 1 Soit𝐾 un corps commutatif muni d’une valeur absolue non-archimédienne
∣ ⋅ ∣.
1) Montrer que, si 𝑥 et 𝑦 sont deux éléments de 𝐾 tels que ∣𝑥∣ ∕= ∣𝑦∣, alors on a

∣𝑥+ 𝑦∣ = max(∣𝑥∣, ∣𝑦∣).
2) Montrer que, si (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) est une famille d’éléments de 𝐾 telle que 𝑥1+ ⋅ ⋅ ⋅+𝑥𝑛 =

0, alors il existe deux indices distincts 𝑗, 𝑘 ∈ {1, . . . , 𝑛} tels que

∣𝑥𝑗 ∣ = ∣𝑥𝑘∣ = max
1⩽𝑖⩽𝑛

∣𝑥𝑖∣.

Exercice 2 Soit 𝑘 un corps commutatif. On désigne par 𝑘[𝑇 ] l’anneau des polynômes
à coefficients dans 𝑘 et 𝐾 son corps des fractions.

1) Soit 𝑃 ∈ 𝑘[𝑇 ] un polynôme unitaire de degré ⩾ 1 qui est irréductible. Pour tout
𝐹 ∈ 𝑘[𝑇 ] soit

𝑣𝑃 (𝐹 ) := sup{𝑛 ∈ ℕ : 𝑃𝑛 ∣ 𝐹}.
Montrer que 𝑣𝑃 : 𝑘[𝑇 ] → ℤ ∪ {+∞} s’étend en une valuation discrète sur 𝐾.

2) Soit ∣ ⋅ ∣ une valeur absolue sur 𝐾. Montrer que, si la restriction de ∣ ⋅ ∣ à 𝑘 est triviale
(autrement dit ∣0∣ = 0 et ∣𝑎∣ = 1 pour tout 𝑎 ∈ 𝑘), alors ∣ ⋅ ∣ est nécessairement une
valeur absolue non-archimédienne.

3) Construire un exemple d’une valeur absolue archimédienne sur 𝐾 dans le cas où
𝑘 = ℚ.

4) Soit ∣ ⋅ ∣ une valeur absolue sur 𝐾 dont la restriction à 𝑘 est triviale. On suppose
en outre que ∣𝑇 ∣ ⩽ 1 et que ∣ ⋅ ∣ n’est pas triviale sur 𝐾 (autrement dit, il existe un
élément non-nul de 𝐾 dont la valeur absolue n’est pas 1).

(i) Montrer que ∣𝐹 ∣ ⩽ 1 pour tout 𝐹 ∈ 𝑘[𝑇 ].

(ii) Montrer que {𝐹 ∈ 𝑘[𝑇 ] : ∣𝐹 ∣ < 1} est un idéal premier de 𝑘[𝑇 ]. En déduire
qu’il est engendré par un polynôme unitaire irréductible.

(iii) Montrer que, pour tout polynôme 𝐹 ∈ 𝑘[𝑇 ] qui n’est pas divisible par 𝑃 , on
a ∣𝐹 ∣ = 1. En déduire qu’il existe 𝑅 > 1 tel que ∣𝑓 ∣ = 𝑅−𝑣𝑃 (𝑓) quel que soit
𝑓 ∈ 𝐾×.

5) Soit ∣ ⋅ ∣ une valeur absolue sur 𝐾 dont la restriction à 𝑘 est triviale. On suppose
en outre que 𝐶 := ∣𝑇 ∣ > 1. Montrer que, si 𝐹 est un polynôme de degré 𝑑 ⩾ 0 dans
𝑘[𝑇 ], alors ∣𝐹 ∣ = 𝐶𝑑.

Dans la suite, on désigne par ℙ l’ensemble des polynômes unitaires irréductibles dans
𝑘[𝑇 ]. On fixe un nombre réel 𝑞 > 1. Pour tout 𝑃 ∈ ℙ, soit ∣ ⋅ ∣𝑃 la valeur abslue sur 𝐾
définie comme

∀ 𝑓 ∈ 𝐾×, ∣𝑓 ∣𝑃 = 𝑞−𝑣𝑃 (𝑓).

Soit en outre ∣ ⋅ ∣∞ la valeur absolue sur 𝐾 telle que

∀ 𝑓 ∈ 𝐾×, ∣𝑓 ∣∞ = 𝑞−𝑣∞(𝑓),

où 𝑣∞ est la valuation discrète qui prolonge la fonction −deg sur 𝑘[𝑇 ].



6) Montrer la formule du produit

∀ 𝑓 ∈ 𝐾×,
( ∏

𝑃∈ℙ
∣𝑓 ∣deg(𝑃 )

𝑃

)
⋅ ∣𝑓 ∣∞ = 1.

On suppose désormais que 𝑘 est un corps fini de cardinale 𝑞. Pour tout polynôme non-
nul 𝐹 ∈ 𝑘[𝑇 ], soit 𝜑(𝐹 ) le nombre des polynômes de degré ⩽ deg(𝐹 ) qui sont premiers
à 𝐹 .

7) Montrer que, pour tout polynôme non-nul 𝐹 ∈ 𝑘[𝑇 ], 𝜑(𝐹 ) s’identifie au nombre des
éléments irréductibles dans l’anneau quotient 𝑘[𝑇 ]/(𝐹 ).

8) Montrer que, si ℙ est un polynôme unitaire irréductible, alors

𝜑(𝑃 𝑎) = ∣𝑃 ∣𝑎∞ − ∣𝑃 ∣𝑎−1
∞

pour tout 𝑎 ∈ ℕ ∖ {0}.
9) En déduire que

𝜑(𝐹 ) = ∣𝐹 ∣∞
∏
𝑃 ∣𝐹

(
1− 1

∣𝑃 ∣∞
)
.

10) Pour tout entier 𝑑 ⩾ 0, soit 𝑀𝑑 l’ensemble des polynômes unitaires de degré ⩽ 𝑑.
Montrer que ∑

𝐹∈𝑀𝑑

1

∣𝐹 ∣𝑠∞
=

1− 𝑞(1−𝑠)(𝑑+1)

1− 𝑞1−𝑠
.

11) En déduire que la série

𝜁𝐾(𝑠) =
∑

𝐹 unitaire

1

∣𝐹 ∣𝑠∞
(𝑠 ∈ ℂ)

converge simplement sur le demi-plan Re(𝑠) > 1 vers la fonction (1− 𝑞1−𝑠)−1.

12) Pour tout entier 𝑑 ⩾ 1, soit Θ(𝑑) le nombre des polynômes irréductibles de degré 𝑑.
Montrer que la fonction 𝜁𝐾 s’écrit comme un produit infini sur Re(𝑠) > 1 :

𝜁𝐾(𝑠) =
∏
𝑑⩾1

(
1− 𝑞−𝑑𝑠

)−Θ(𝑑)
.

13) Quitte à calculer la dérivée logarithmique de 𝜁𝐾 par rapport à 𝑢 = 𝑞−𝑠, montrer
que ∑

𝑑∣𝑛
𝑑Θ(𝑑) = 𝑞𝑛

pour tout entier 𝑛 ⩾ 1.


