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Feuille d’exercices VI

Exercice 1 Soit 𝜇 la mesure sur ℝ+ l’image directe de la mesure de Lebesgue par
l’application de norme ∥ ⋅ ∥ : ℝ𝑛 → ℝ+ qui envoie (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) en (𝑥2

1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥2
𝑛)

1/2.

1) Soit 𝑉𝑛 le volume de la boule unité dans ℝ𝑛 par rapport à la mesure de Lebesgue.
Montrer que l’égalité suivante entre les mesures sur ℝ+ :

𝜇(d𝑡) = 𝑛𝑉𝑛𝑡
𝑛−1d𝑡.

2) Montrer que

𝑉𝑛 = 𝜋𝑛/2Γ
(
1 +

𝑛

2

)−1

.

3) Montrer que ∫
ℝ𝑛

(1 + ∥𝑥∥2)−(𝑛+1)/2 d𝑥 = 𝜋(𝑛+1)/2Γ
(𝑛+ 1

2

)−1

.

Exercice 2 Soit 𝔸 l’ensemble des fonctions de ℕ∗ = {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ } vers ℂ. A chaque
fonction 𝑓 ∈ 𝔸 on associe une série de fonction

𝐿(𝑓, 𝑠) :=
∑
𝑛⩾1

𝑓(𝑛)

𝑛𝑠
,

appelée la série de Dirichlet de 𝑓 . On désigne par 𝐶(𝑓) le sous-ensemble de ℂ des
points 𝑠 où la série 𝐿(𝑓, 𝑠) est convergente. Soit 𝐶𝑎(𝑓) le sous-ensemble de 𝐶(𝑓) des
point 𝑠 où la série 𝐿(𝑓, 𝑠) est absoluement convergente.

1) Soient 𝑓 et 𝑔 deux fonctions dans 𝔸, et ℎ = 𝑓 ∗ 𝑔.
(a) Montrer que, si 𝑠 est un point de 𝐶𝑎(𝑓)∩𝐶𝑎(𝑔), alors la série de Dirichlet de ℎ

converge absoluement en 𝑠.

(b) Soit 𝑠 un point dans 𝐶(𝑓) ∩ 𝐶𝑎(𝑔). Pour tout 𝑥 ⩾ 1, soit

𝐴(𝑥) :=
∑
𝑛⩽𝑥

𝑓(𝑛)

𝑛𝑠
.

Montrer que ∑
𝑛⩽𝑥

ℎ(𝑛)

𝑛𝑠
=

∑
𝑑⩽𝑥

𝑔(𝑑)

𝑑𝑠
𝐴
(𝑥
𝑑

)
.

(c) En déduire que, si 𝑠 ∈ 𝐶(𝑓) ∩ 𝐶𝑎(𝑔), alors 𝑠 ∈ 𝐶(ℎ), et

𝐿(ℎ, 𝑠) = 𝐿(𝑓, 𝑠)𝐿(𝑔, 𝑠).

2) Soit 𝑓 ∈ 𝔸 la fonction telle que

𝑓(𝑛) =
(−1)𝑛

(log(2𝑛))2
(𝑛 ⩾ 1).

Soit ℎ = 𝑓 ∗ 𝑓 .



(a) Montrer que la série de Dirichlet de 𝑓 converge en tout point de l’axe Re(𝑠) = 0.

(b) Montrer que la fonction ℎ n’est pas bornée. En déduire que la série de Dirichlet
de ℎ diverge en tout point de l’axe Re(𝑠) = 0.

3) Soient 𝑓 ∈ 𝔸 une fonction multiplicative et 𝑠 un nombre complexe. On suppose que∑
𝑝

∑
𝛼⩾1

∣∣∣𝑓(𝑝𝛼)
𝑝𝛼𝑠

∣∣∣ < +∞,

où 𝑝 parcourt tous les nombres premiers.

(a) Montrer que le produit infini∏
𝑝

(
1 +

∑
𝛼⩾1

∣∣∣𝑓(𝑝𝛼)
𝑝𝛼𝑠

∣∣∣)
converge vers un nombre positif 𝑀 et que∑

𝑛⩽𝑥

∣∣∣𝑓(𝑛)
𝑛𝑠

∣∣∣ ⩽ 𝑀

pour tout 𝑥 ⩾ 1.

(b) En déduire que la série de Dirichlet de 𝑓 converge absolument en 𝑠, et

𝐿(𝑓, 𝑠) =
∏
𝑝

∑
𝛼⩾0

𝑓(𝑝𝛼)

𝑝𝛼𝑠
.

4) Soit Λ ∈ 𝔸 la fonction de Mangoldt définie comme Λ = 𝜇 ∗ log.
(a) Montrer que Λ = −𝜇 log ∗11.
(b) Montrer que, si 𝑎 et 𝑏 sont deux entiers ⩾ 1 tels que (𝑎, 𝑏) = 1, alors Λ(𝑎𝑏) =

𝛿(𝑎)Λ(𝑏) + 𝛿(𝑏)Λ(𝑎).

(c) En déduire que Λ(𝑛) = 0 si 𝑛 n’est pas une puissance de nombre premier.

(d) Montrer que, si 𝑝 est un nombre premier et si 𝛼 ⩾ 1 est un entier, alors Λ(𝑝𝛼) =
log(𝑝).

(e) Montrer que la série de Dirichlet associée à Λ converge sur le demi-plan Re(𝑠) >
1.

(f) Établir l’égalité

−𝜁 ′(𝑠)
𝜁(𝑠)

= 𝐿(Λ, 𝑠)

pour Re(𝑠) > 1.


