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Première partie

Soient 𝑝 un nombre premier impair et 𝔽𝑝 le corps fini ℤ/𝑝ℤ. On appelle caractère de
𝔽×
𝑝 tout homomorphisme de groupes de 𝔽×

𝑝 vers ℂ×. On désigne par 𝐺 l’ensemble des
caractères de 𝔽×

𝑝 . Le caractère principal (i.e. le morphisme de groupe qui est constant
de valeur 1) est noté 𝜀. Pour tout 𝜒 ∈ 𝐺, on étend le domaine de définition de 𝜒 à 𝔽𝑝

en prenant

𝜒(0) :=

{
0, 𝜒 ∕= 𝜀,

1, 𝜒 = 𝜀.

1. Montrer que l’ensemble 𝐺, muni de la loi de composition que l’on précisera, est un
groupe cyclique. Déterminer son cardinal.

2. Montrer que le groupe 𝐺 admet un et un seul élément 𝜆 qui est d’ordre 2.

Dans les questions 3–6, on fixe un élément 𝑎 ∈ 𝔽𝑝 et un entier 𝑛 ⩾ 1 qui divise
𝑝−1. On désigne par 𝑁(𝑥𝑛 = 𝑎) le nombre des solutions dans 𝔽𝑝 de l’équation 𝑥𝑛 = 𝑎.

3. On suppose que l’équation 𝑥𝑛 = 𝑎 n’a pas de solution dans 𝔽𝑝. Montrer qu’il existe
un caractère 𝜒 ∈ 𝐺 qui est d’ordre 𝑛 dans le groupe 𝐺 et tel que 𝜒(𝑎) ∕= 1.

4. On suppose que 𝑎 ∕= 0. Montrer que 𝑁(𝑥𝑛 = 𝑎) est ou bien nul ou bien égal à 𝑛.

5. Montrer que

𝑁(𝑥𝑛 = 𝑎) =
∑

𝜒∈𝐺,𝜒𝑛=𝜀

𝜒(𝑎).

6. On suppose 𝑛 = 2. Montrer que

𝑁(𝑥2 = 𝑎) = 1 + 𝜆(𝑎),

où 𝜆 est le caractère que l’on a introduit dans la question 2.

7. Montrer que

𝑁(𝑥2 + 𝑦2 = 1) = 𝑝+
∑

(𝑎,𝑏)∈𝔽2
𝑝,

𝑎+𝑏=1

𝜆(𝑎)𝜆(𝑏),

où 𝑁(𝑥2+𝑦2 = 1) désigne le nombre des solutions dans 𝔽2
𝑝 de l’équation 𝑥2+𝑦2 = 1.

Deuxième partie

Le but de cette partie est de définir l’analogue 𝑝-adique de la fonction Γ. On fixe
un nombre premier impair 𝑝. Pour tout entier 𝑘 ⩾ 1, soit

Γ𝑝(𝑘) := (−1)𝑘
∏

1⩽𝑗<𝑘
𝑝∤𝑗

𝑗. (1)

On convient que Γ𝑝(1) = −1. TSVP



8. Montrer que, pour tout entier 𝑁 ⩾ 1, l’application 𝑥 7→ 𝑥−1 définit une bijection
de (ℤ/𝑝𝑁ℤ)× vers lui-même, et que

{𝑥 ∈ (ℤ/𝑝𝑁ℤ)× ∣𝑥 = 𝑥−1} = {1,−1}.
9. Montrer que, pour tout entier 𝑁 ⩾ 1, on a∏

1⩽𝑗<𝑝𝑁

𝑝∤𝑗

𝑗 ≡ −1 (mod 𝑝𝑁 ).

10. En déduire
Γ𝑝(𝑘 + 𝑝𝑁 )/Γ𝑝(𝑘) ≡ 1 (mod 𝑝𝑁 )

pour tout 𝑘 ∈ ℕ∗.
11. En déduire que, si 𝑘 et 𝑘′ sont deux entiers dans ℕ∗ tels que 𝑝𝑁 ∣ (𝑘 − 𝑘′), alors

Γ𝑝(𝑘) ≡ Γ𝑝(𝑘
′) (mod 𝑝𝑁 ).

12. Montrer que la fonction Γ𝑝 s’étend de façon unique en une fonction continue de ℤ𝑝

vers ℤ×
𝑝 .

Dans les questions 12.–14., l’expression Γ𝑝 désigne la fonction continue de ℤ𝑝 vers ℤ×
𝑝

qui prolonge la fonction définie dans (1).

13. Montrer que

Γ𝑝(𝑠+ 1)

Γ𝑝(𝑠)
=

{
−𝑠, 𝑠 ∈ ℤ×

𝑝 ,

−1, 𝑠 ∈ 𝑝ℤ𝑝.

Pour 𝑠 ∈ ℤ𝑝, soit 𝑠0 l’unique élément dans {1, 2, . . . , 𝑝} tel que 𝑠 − 𝑠0 ∈ 𝑝ℤ𝑝. Soit 𝑠1
un élément de ℤ𝑝 tel que 𝑠− 𝑠0 = 𝑝𝑠1.

14. Montrer que, pour tout 𝑠 ∈ ℤ𝑝, on a Γ𝑝(𝑠)Γ𝑝(1− 𝑠) = (−1)𝑠0 .

15. Montrer que, si 𝑚 ∈ ℕ∗ est un entier qui n’est pas divisible par 𝑝, alors on a∏𝑚−1
ℎ=0 Γ𝑝

(
𝑠+ℎ
𝑚

)
Γ𝑝(𝑠)

∏𝑚−1
ℎ=1 Γ𝑝

(
ℎ
𝑚

) = 𝑚1−𝑠0(𝑚−(𝑝−1))𝑠1

pour tout 𝑠 ∈ ℤ𝑝. Ne pas oublier de justifier que le terme à droite de la formule est
bien défini.

Troixième partie

16. Montrer que la série

𝐺(𝑠) :=
∑
𝑛⩾1

(−1)𝑛

𝑛𝑠

converge absolument sur le demi-plan Re(𝑠) > 1.

17. Montrer que la série 𝐺(𝑠) diverge sur Re(𝑠) < 0.

18. Établir l’égalité suivante sur Re(𝑠) > 1 :

𝐺(𝑠) = (21−𝑠 − 1)𝜁(𝑠).

19. En déduire que la fonction 𝐺(𝑠) (Re(𝑠) > 1) se prolonge en une fonction entière.

20. Montrer que la série 𝐺 converge simplement sur le demi-plan Re(𝑠) > 0.


