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La première partie

Soit 𝑓 : ℝ → ℝ la fonction définie comme

𝑓(𝑥) :=

{
exp(𝑥2) + exp(−𝑥−2) si 𝑥 ∕= 0,

1 si 𝑥 = 0.

1. Montrer que la fonction 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ.
2. Déterminer la série de Taylor 𝑆(𝑓) de 𝑓 en 𝑥 = 0.

3. Déterminer le rayon de convergence 𝑅 de 𝑆(𝑓).

4. Déterminer la limite de la série 𝑆(𝑓) sur ]−𝑅,𝑅[.

La deuxième partie

Soit (𝑎𝑛)𝑛⩾0 une suite de nombres complexes. Pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, soit 𝐴𝑛 la
matrice de taille (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1) de la forme⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 0 0 . . . 0 1

−𝑎𝑛 −𝑎𝑛−1 −𝑎𝑛−2 . . . −𝑎1 −𝑎0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On désigne par 𝐴0 la matrice (−𝑎0) qui est de taille 1× 1.

5. Pour tout entier 𝑛 ⩾ 0, calculer le déterminant de la matrice 𝐴𝑛.

Pour tout entier 𝑛 ⩾ 0 et tout 𝜆 ∈ ℂ, soit

𝐷𝑛(𝜆) = dét (𝜆𝐼𝑛+1 −𝐴𝑛),

où 𝐼𝑛+1 est la matrice d’identité de taille (𝑛+ 1)× (𝑛+ 1).

6. Montrer que, pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, 𝐷𝑛(𝜆) = 𝜆𝐷𝑛−1(𝜆) + 𝑎𝑛.

7. Exprimer 𝐷𝑛(𝜆) en fonction de 𝜆 et 𝑎0, . . . , 𝑎𝑛.

8. Soient 𝛼 une valeur propre de 𝐴𝑛 et (𝑧0, . . . , 𝑧𝑛) un vecteur propre (non-nul !) de
𝐴𝑛 associé à la valeur propre 𝛼. Montrer que 𝑧0 ∕= 0 puis exprimer la valeur de 𝑧𝑘
(1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛) en fonction de 𝑧0 et 𝛼.

9. En déduire que tout espace propre de 𝐴𝑛 est de rang 1.

10. Déterminer le polynôme minimal de 𝐴𝑛. TSVP



La troisième partie

Dans cette partie, on fixe un entier 𝑛 ⩾ 1. On étudie l’équation différentielle sui-
vante :

𝑦(𝑛+1)(𝑡) + 𝑎0𝑦
(𝑛)(𝑡) + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛−1𝑦

′(𝑡) + 𝑎𝑛𝑦(𝑡) = 0 (𝑡 ∈ ℝ). (*)

Soit 𝑉𝑛 l’ensemble des fonctions 𝑦 définies sur ℝ et à valeurs dans ℂ qui vérifient
l’équation (*).

11. Montrer que l’espace 𝑉𝑛 est un sous-espace vectoriel de 𝐶∞(ℝ,ℂ), l’espace vectoriel
(sur ℂ) des fonctions de classe 𝐶∞ sur ℝ à valeurs dans ℂ.

12. Pour tout 𝑦 ∈ 𝐶∞(ℝ,ℂ), soit 𝒚 : ℝ → ℂ𝑛+1 l’application qui envoie 𝑡 ∈ ℝ en

(𝑦(𝑡), 𝑦′(𝑡), . . . , 𝑦(𝑛)(𝑡)). Montrer que 𝑦 est une solution de (*) si et seulement si 𝒚
vérifie l’équation différentielle 𝒚′(𝑡) = 𝐴𝑛𝒚(𝑡).

13. On suppose que la fonction 𝐷𝑛 introduite dans la deuxième partie admet 𝑛 + 1
racines distinctes 𝛼0, . . . , 𝛼𝑛. Montrer que la famille de fonctions (exp(𝛼𝑘𝑡))

𝑛
𝑘=0 est

une base de 𝑉𝑛.

14. Application : Déterminer l’espace des solutions de l’équation différentielle

𝑦′′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 0.

Déterminer toutes les fonctions définies sur ℝ et à valeurs réelles qui vérifient cette
équation différentielle.

La quatrième partie

On désigne par 𝑺 l’espace vectoriel (sur ℂ) des suites complexes indexées par ℕ.
Comme dans la partie précédente, on fixe un entier 𝑛 ⩾ 1. On désigne par 𝑊𝑛 le
sous-ensemble des suites (𝑧𝑘)𝑘⩾0 ∈ 𝑺 telles que

𝑧𝑘+𝑛+1 + 𝑎0𝑧𝑘+𝑛 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛−1𝑧𝑘+1 + 𝑎𝑛𝑧𝑘 = 0 (𝑘 ⩾ 0)

15. Montrer que 𝑊𝑛 est un sous-espace vectoriel de 𝑺.

16. On suppose que le polynôme 𝑃𝑛(𝑋) := 𝑋𝑛+1 + 𝑎0𝑋
𝑛 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑎𝑛−1𝑋 + 𝑎𝑛 admet

𝑛+ 1 racines complexes distinctes 𝛽0, . . . , 𝛽𝑛. Montrer que les suites

(𝛽𝑘
0 )𝑘⩾0, . . . , (𝛽

𝑘
𝑛)𝑘⩾0

forment une base de 𝑊𝑛 sur ℂ. On peut introduire l’application linéaire 𝑇 : S → S
qui envoie (𝑧0, 𝑧1, 𝑧2, . . .) en (𝑧1, 𝑧2, 𝑧3, . . .).

17. Application : déterminer le terme général de la suite de Fibonacci :

𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1, 𝐹𝑘+2 = 𝐹𝑘+1 + 𝐹𝑘 (𝑘 ⩾ 0).

18. Déterminer le rayon de convergence 𝑟 de la série entière

𝑆 =
∑
𝑘⩾0

𝐹𝑘𝑧
𝑘 (𝑧 ∈ ℂ).

19. Déterminer la somme de la série 𝑆 sur ]− 𝑟, 𝑟[.

20. Que peut-on dire sur 𝑊𝑛 lorsque le polynôme 𝑃𝑛 admet des racines multiples ?


