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Feuille d’exercices X

Dans cette feuille d’exercices, 𝐾 = ℝ ou ℂ.

Exercice 1 On désigne par 𝐶∞(ℝ) l’ensemble des fonctions de classe 𝐶∞ sur ℝ.
1) Montrer que l’application 𝐷 : 𝐶∞(ℝ) → 𝐶∞(ℝ) qui envoie 𝑓 en 𝑓 ′ est une applica-

tion linéaire.

2) Montrer que, pour tout 𝜆 ∈ ℝ, la fonction 𝑡 7→ 𝑒𝜆𝑡 est un vecteur propre de 𝐷.

3) En déduire que, si (𝜆1, . . . , 𝜆𝑛) sont des nombres réels distincts, alors la famille
(𝑒𝜆𝑖𝑡)𝑛𝑖=1 dans 𝐶∞(ℝ) est libre.

4) Montrer que, pour tout entier 𝑛 ⩾ 1, la famille

1, cos(𝑡), sin(𝑡), cos(2𝑡), sin(2𝑡), . . . , cos(𝑛𝑡), sin(𝑛𝑡)

dans 𝐶∞(ℝ) est libre.

Exercice 2 Soit 𝑉 un espace vectoriel de type fini sur 𝐾. Soit 𝑟 le rang de 𝑉 . On
suppose que 𝑟 ⩾ 1. Soient 𝜑 et 𝜓 deux endomorphismes de 𝑉 . On suppose que 𝜑 admet
𝑟 valeurs propres distincts.

1) Montrer que les endomorphismes 𝜑 et 𝜓 commutent (c’est-à-dire 𝜑𝜓 = 𝜓𝜑) si et
seulement si les vecteurs propres de 𝜑 sont des vecteurs propres de 𝜓.

2) Montrer que les endomorphismes 𝜑 et 𝜓 commutent si et seulement si on peut
trouver un polynôme 𝑃 ∈ 𝐾[𝑋] tel que 𝜓 = 𝑃 (𝜑).

3) Les résultats précédents sont-ils encore vrais si on suppose seulement que 𝜑 est
diagonalisable.

Exercice 3 Soit 𝑉 un espace vectoriel de type fini sur ℂ. Soit 𝑟 le rang de 𝑉 . On
suppose 𝑟 ⩾ 1. Soit 𝜑 un endomorphisme de 𝑉 .

1) Pour tout polynôme 𝑃 ∈ ℂ[𝑋], déterminer le spectre de 𝑃 (𝜑).

2) On suppose que 𝜑2 est diagonalisable. Montrer que 𝜑 est diagonalisable si et seule-
ment si Ker(𝜑) = Ker(𝜑2).

Exercice 4 Soit 𝐸 un espace vectoriel de type fini sur 𝐾.

1) Soit 𝑓 un endomorphisme de 𝐸 qui n’est pas une bijection.

(a) Montrer qu’il existe un entier 𝑐(𝑓) tel que Ker(𝑓𝑐(𝑓)−1) ⊊ Ker(𝑓𝑐(𝑓)) et que
Ker(𝑓𝑘) = Ker(𝑓𝑘+1) pour tout entier 𝑘 ⩾ 𝑐(𝑓).

(b) Montrer que Im(𝑓𝑐(𝑓)−1) ⊋ Im(𝑓𝑐(𝑓)−1) et que Im(𝑓𝑘) = Im(𝑓𝑘+1) pour tout
entier 𝑘 ⩾ 𝑐(𝑓).

(c) Montrer que 𝐸 est la somme directe de Ker(𝑓𝑐(𝑓)) et Im(𝑓𝑐(𝑓)).



(d) Montrer que 𝑐(𝑓) est le plus grand entier naturel 𝑐 tel que 𝑋𝑐 divise le polynôme
minimal de 𝑓 .

(e) Montrer que rg(Ker(𝑓𝑐(𝑓))) est le le plus grand entier naturel 𝑝 tel que 𝑋𝑝 divise
le polynôme caractéristique de 𝑓 .

(f) Montrer que, pour tout entier 𝑘 ⩾ 1, on a

rg(Ker(𝑓𝑘+2))− rg(Ker(𝑓𝑘+1)) ⩽ rg(Ker(𝑓𝑘+1))− rg(Ker(𝑓𝑘)).

2) Soient 𝜑 un endomorphisme de 𝐸 et 𝑃 le polynôme caractéristique de 𝜑, qui se
décompose comme

𝑃 =
𝑖∏

𝑖=1

𝑃𝛼𝑖
𝑖 ,

où 𝑃1, . . . , 𝑃𝑘 sont des polynômes irréductibles unitaires et deux-à-deux premiers
entre eux, et 𝛼1, . . . , 𝛼𝑘 sont des entiers ⩾ 1. Pour tout 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑘}, soit 𝐸𝑖 le
noyau de 𝑃𝑖(𝜑) et 𝜋𝑖 : 𝐸 → 𝐸𝑖 la projection de 𝐸 dans 𝐸𝑖 le long de∑

1⩽𝑗⩽𝑘
𝑗 ∕=𝑖

𝐸𝑗 .

(a) Montrer que 𝜋𝑖 s’écrit comme un polynôme de 𝜑.

(b) En déduire que tout sous-espace 𝐹 de 𝐸 stable par 𝜑 est somme directe de ses
intersections avec les sous-espaces 𝐸𝑖.

Exercice 5 Soit 𝑃 un polynôme de degré ⩾ 1 dans ℂ[𝑋]. Soit 𝐴 une matrice diago-
nalisable dans 𝑀𝑛,𝑛(ℂ). Montrer que l’équation 𝑃 (𝑋) = 𝐴 admet des solutions dans
𝑀𝑛,𝑛(ℂ). Le résultat est-il encore vrai si 𝐴 n’est pas diagonalisable ?

Exercice 6 Soit 𝐴 une matrice dans𝑀𝑛,𝑛(𝐾). Montrer que les matrices 𝐴 et 𝐴𝑇 sont
semblables.

Exercice 7 Soient (𝑎𝑖)
𝑛
𝑖=1 et (𝑏𝑖)

𝑛
𝑖=1 des nombres réels. Soit 𝐴 la matrice⎛⎜⎜⎜⎝

𝑎1 + 𝑏1 𝑎1 . . . . . . 𝑎1
𝑎2 𝑎2 + 𝑏2 𝑎2 . . . 𝑎2
...

...
...

. . .
...

𝑎𝑛 𝑎𝑛 . . . 𝑎𝑛 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
1) Calculer le déterminant de la matrice 𝐴.

2) Montrer que, si les 𝑎𝑖 sont strictement positif et si 𝑏1 < 𝑏2 < . . . < 𝑏𝑛, alors la
matrice 𝐴 est diagonalisable.


