
Université Paris Diderot
MI3 Analyse et Algèbre fondamentales
2010-2011

Feuille d’exercices III

Exercice 1 Soient
∑

𝑛⩾0 𝑎𝑛 et
∑

𝑛⩾0 𝑏𝑛 deux séries absolument convergentes. Montrer
que leur produit est aussi absolument convergente.

Exercice 2 Montrer que, si une série réelle
∑

𝑛⩾0 𝑎𝑛 converge mais ne converge pas
absolument, alors pour tous les éléments 𝛼 et 𝛽 dans ℝ ∪ {±∞} avec 𝛼 ⩽ 𝛽, il existe
une bijection 𝜏 : ℕ → ℕ telle que

lim inf
𝑛→∞

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝜏(𝑘) = 𝛼 et lim sup
𝑛→∞

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝜏(𝑘) = 𝛽.

Exercice 3 Dans cet exercice, 𝐾 désigne ℝ ou ℂ. Si 𝒂 = (𝑎𝑛)𝑛⩾0 et 𝒃 = (𝑏𝑛)𝑛⩾0 sont
deux suites dans 𝐾, on désigne par 𝒂 ∘ 𝒃 la suite dans 𝐾 dont l’élément d’indice 𝑛 est

𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑏𝑛−𝑖.

On dit qu’une suite (𝑎𝑛)𝑛⩾0 dans 𝐾 est de longueur finie si 𝑎𝑛 = 0 pour 𝑛 suffisamment
grand.

1) Montrer que la somme de deux suites de longueur finie est encore de longueur finie.

2) Montrer que la dilatation d’une suite de longueur finie par un scalaire dans 𝐾 est
encore de longueur finie.

3) Montrer que, si 𝒂 et 𝒃 sont deux suites de longueur finie, alors il en est de même de
𝒂 ∘ 𝒃.

4) Soit 𝑺𝑓 (0,𝐾) l’ensemble des suites de longueur finie dans 𝐾. Soit en outre 𝐾[𝑇 ]
l’ensemble des polynômes à une variable 𝑇 et à coefficients dans 𝐾. Montrer que
l’application de 𝐾[𝑇 ] vers 𝑺𝑓 (0,𝐾) qui envoie un polynôme 𝑎𝑛𝑇

𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑇
𝑛−1 +

⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎0 en la suite
𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛, 0, 0, . . .

est une bijection qui préserve l’addition, la multiplication scalaire et transforme le
produit de deux polynômes en le “∘”-produit de leurs images.

5) Dans la suite, on écrit formellement une suite (𝑎𝑛)𝑛⩾0 dans 𝐾 sous la forme

𝑎0 + 𝑎1𝑇 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑇
𝑛 + ⋅ ⋅ ⋅ (1)

et on désigne par𝐾[[𝑇 ]] l’ensemble de toutes les suites dans𝐾 dont l’indice initial est
0. Pour simplifier les notations, les termes de coefficients 0 sont omis dans l’écriture
(1) sauf si tous les termes de (𝑎𝑛)𝑛⩾0 sont nuls (on écrit 0 dans ce cas-là). Par
exemple, 1 + 𝑇 2 désigne la suite

1, 0, 1, 0, 0, . . .



Si 𝑃 (𝑇 ) et 𝑄(𝑇 ) sont respectivement l’écriture des suites 𝒂 et 𝒃 sous la forme (1),
alors 𝑃 (𝑇 )𝑄(𝑇 ) désigne l’écriture de 𝒂 ∘ 𝒃 sous la forme (1).

a. Soit 𝑃 (𝑇 ) = 𝑎0+ 𝑎1𝑇 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑛𝑇
𝑛+ ⋅ ⋅ ⋅ un élément de 𝐾[[𝑇 ]]. Pour tout 𝑚 ∈ ℕ,

déterminer 𝑇𝑚𝑃 (𝑇 ).

b. Montrer que 1 est l’élément unité de𝐾[[𝑇 ]] pour la loi de composition (𝑃 (𝑇 ), 𝑄(𝑇 )) 7→
𝑃 (𝑇 )𝑄(𝑇 ).

c. Montrer que 1 − 𝑇 est inversible pour la loi de composition (𝑃 (𝑇 ), 𝑄(𝑇 )) 7→
𝑃 (𝑇 )𝑄(𝑇 ) et déterminer son inverse.

d. Soit 𝑇𝐾[[𝑇 ]] le sous-ensemble de 𝐾[[𝑇 ]] des éléments de la forme 𝑇𝑃 (𝑇 ), où
𝑃 (𝑇 ) ∈ 𝐾[[𝑇 ]]. Montrer que tout élément dans 𝐾[[𝑇 ]] ∖ 𝑇𝐾[[𝑇 ]] est inversible
pour la loi de composition (𝑃 (𝑇 ), 𝑄(𝑇 )) 7→ 𝑃 (𝑇 )𝑄(𝑇 ).

Exercice 4 1) Soient 𝑚 et 𝑛 deux entiers, 𝑚 < 𝑛. Soit 𝑓 : [𝑚,𝑛] → ℝ une fonction
croissante. Montrer qu’il existe un nombre 𝜀 ∈ [0, 1] tel que∑

𝑚<𝑘⩽𝑛

𝑓(𝑘) =

∫ 𝑛

𝑚

𝑓(𝑡) d𝑡+ 𝜀(𝑓(𝑛)− 𝑓(𝑚)).

2) Application : montrer que, pour tout entier 𝑛 > 0, il existe 𝜀𝑛 ∈ [0, 1] tel que

ln(𝑛!) = 𝑛 ln𝑛− 𝑛+ 1 + 𝜀𝑛 ln𝑛.

Exercice 5 1) Soit 𝑠 un nombre réel, 𝑠 > 1. Montrer que

∑
1⩽𝑛⩽𝑥

1

𝑛𝑠
=

𝑥1−𝑠

1− 𝑠
+ 𝜁(𝑠) +𝑂(𝑥−𝑠),

où 𝜁(𝑠) est la somme de la série
∑

𝑛⩾1 𝑛
−𝑠.

2) Soit 𝑠 comme dans la question précédente. Montrer que∑
𝑛>𝑥

1

𝑛𝑠
= 𝑂(𝑥1−𝑠).

3) Soit 𝑠 ∈ ]0, 1[. Montrer que la fonction

∑
𝑛⩽𝑥

1

𝑛𝑠
− 𝑥1−𝑠

1− 𝑠

admet une limite lorsque 𝑥 tend vers l’infini.

4) Soit 𝑎 un nombre réel, 𝑎 ⩾ 0. Montrer que

∑
1⩽𝑛⩽𝑥

𝑛𝑎 =
𝑛𝑎+1

𝑎+ 1
+𝑂(𝑥𝑎).



5) Montrer que ∑
1⩽𝑛⩽𝑥

ln𝑛

𝑛
=

1

2
ln(𝑥)2 +𝐴+𝑂(ln𝑥/𝑥),

où 𝐴 est une constante.

6) Montrer que ∑
2⩽𝑛⩽𝑥

1

𝑛 ln𝑛
= ln ln𝑥+𝐵 +𝑂(1/(𝑥 ln𝑥)).


