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Feuille d’exercices V

Exercice 1 Pour tout entier n > 1 et tout = € [0, +00[, on pose f,(z) = 1/n(1+ nz).

1) Montrer que la série de fonctions Zn>1 fr converge simplement sur |0, +00[. Est-elle
convergente en 07

2) Pour z >0, on pose f(z) =>_, -, fa(z).
3) On fixe un réel strictement positif . Soit h :]0,4+00[— R la fonction définie par
h(z) =1/z.

(i)
(i)

(iii) Montrer que la fonction f est continue sur [e, +00].

Montrer que la fonction h est bornée sur [, +00].

Montrer que la série de fonctions ), -, fn converge normalement sur [e, 4+o00].
=

4) Peut-on déduire de la question précédente les assertions suivantes? Justifier votre
réponse.

(i) La fonction h est bornée sur ]0, +oo].
ii) La série de fonctions »n est normalement convergente sur |0, +o00|.
n>1

(iii) La fonction f est continue sur |0, +oo].

Exercice 2 Soit ), - f, une série de fonctions définies sur un intervalle [a, b]. On sup-
pose que toutes les fonctions f,, sont monotones et que les séries numériques ), - fn(a)
et Zn>0 frn(b) sont absolument convergentes. Montrer que la série de fonction n>0 fn
converge uniformément sur [a, b].

Exercice 3 Montrer que la fonction ¢ de Riemann
B 1
((z) = Z ne
n=1

est de classe C*° sur |1, +00[.

Exercice 4 Soit f la fonction sur [0, +oo[ définie comme la somme de la série conver-
gente >, -, e " /(1 + n?).
1) Montrer que la fonction f est continue sur [0, +o0].

2) Montrer que la fonction f est de classe C* sur ]0, +00[.

Exercice 5 Soit f la fonction sur R définie par la série convergente

-)nt —na?
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1) Montrer que la fonction f est continue sur R.
2) Montrer que la fonction f est de classe C! sur R.
3) Montrer que la fonction f est de classe C*° sur R\ {0}.

Exercice 6 Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :
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Exercice 7 Soit ) ., a,z" (z € R) une série entiere réelle dont le rayon de conver-
>

gence R. On suppose que la série ) -, apz"” converge uniformément sur | — R, R|.

Montrer que cette série converge uniformément sur [—R, R].

Exercice 8 Soit {a,} une suite de nombres positifs. On suppose que

limsup /a, = 1.

n—-+oo

Montrer que

limsup v/.5, =1,

n—-+4oo

ou S, = Zlgkgn a.

Exercice 9 Soit f la fonction définie par la série entiére réelle (sur le domaine ol cette

série converge simplement)
n

Z n2ln(l+mn)’

n>1
1) Montrer que la fonction f est continue sur [—1,1].
2) Montrer que la fonction f est de classe C* sur | — 1, 1].
3) Montrer que la fonction f est dérivable & droite en —1.
4) Montrer que

lim f/(z) = +o0.

r—1—

5) Montrer que la fonction f n’est pas dérivable a gauche en 1.



