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Feuille d’exercices VIII

Exercice 1 Soient 𝑉 un espace vectoriel sur 𝐾 et 𝜋 : 𝑉 → 𝑉 une application linéaire
telle que 𝜋2 = 𝜋.

1) Montrer que Ker(𝜋) ∩ Im(𝜋) = {0}.
2) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ 𝑉 , il existe un unique 𝑥0 ∈ Ker(𝜋) et un unique

𝑥1 ∈ Im(𝜋) tels que 𝑥 = 𝑥0 + 𝑥1.

Exercice 2 Soit 𝑉 un espace vectoriel sur 𝐾. On appelle forme bilinéaire sur 𝑉 toute
application bilinéaire de 𝑉 × 𝑉 vers 𝐾. On désigne par (𝑉 ⊗2)∨ l’espace vectoriel (sur
𝐾) des formes bilinéaires sur 𝑉 .

1) Montrer que, si 𝛼 est une forme bilinéaire sur 𝑉 , alors pour tout 𝑥 ∈ 𝑉 , l’application
𝛼𝑥 de 𝑉 vers 𝐾 qui envoie 𝑦 en 𝛼(𝑥, 𝑦) est une forme linéaire sur 𝑉 .

2) Montrer que l’application de (𝑉 ⊗2)∨ vers 𝐿(𝑉, 𝑉 ∨) qui envoie 𝛼 en (𝑥 7→ 𝛼𝑥) est
linéaire, et est une bijection.

Exercice 3 Soit 𝑉 un espace vectoriel sur 𝐾.

1) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ 𝑉 , l’application 𝜆(𝑥) de 𝑉 ∨ vers 𝐾, qui envoie une
forme linéaire 𝑓 en 𝑓(𝑥), est une application linéaire.

2) Montrer que, l’application 𝜆 : 𝑉 → 𝐿(𝑉 ∨,𝐾) est linéaire.

3) Montrer que l’application 𝜆 est injective.

4) Montrer que, si 𝑉 est de type fini, alors 𝜆 est une application bijective.

Exercice 4 Soit 𝐴 un ensemble non-vide (non-nécessairement fini). On désigne par
𝐾𝐴 l’espace des applications de 𝐴 vers 𝐾. On désigne par 𝐾(𝐴) la partie de 𝐾𝐴 des
applications 𝑓 qui sont nulles à l’extérieure d’une partie finie de 𝐴.

1) Montrer que les espaces𝐾𝐴 et𝐾(𝐴), munis des lois de composition que l’on précisera,
sont des espaces vectoriels sur 𝐾.

2) Montrer que l’application 𝛼 : 𝐾(𝐴) ×𝐾𝐴 → 𝐾 qui envoie (𝑓, 𝑔) en∑
𝑥∈𝐴

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)

est bien définie, et est une application bilinéaire.

3) Établir une bijection linéaire entre 𝐾𝐴 est le dual de 𝐾(𝐴).

4) (faculatif) Montrer que, si 𝐴 est un ensemble infini, alors il n’existe aucune bijection
entre les ensembles 𝐾𝐴 et 𝐾(𝐴).

Exercice 5 Soit 𝔖𝑛 l’ensemble des bijections de {1, . . . , 𝑛} vers lui-même, où 𝑛 ⩾ 1
est un entier, fixé dans cet exercice. Pour 𝜎 ∈ 𝔖𝑛, on définit

sgn(𝜎) :=
∏

1⩽𝑖<𝑗⩽𝑛

𝜎(𝑖)− 𝜎(𝑗)

𝑖− 𝑗
.



On dit qu’un élément 𝜏 de 𝔖𝑛 est un transposition si le cardinale de {𝑖 ∣ 𝜏(𝑖) ∕= 𝑖} est
égal à 2.

1) Calculer sgn(𝜏) pour une transposition 𝜏 .

2) Montrer que tout élément de 𝔖𝑛 s’écrit comme une composition de transpositions.

3) Montrer que, si 𝜎 ∈ 𝔖𝑛 s’écrit comme la composition de 𝑚 transpositions, alors
sgn(𝜎) = (−1)𝑚.

Exercice 6 Soient 𝑉 un espace vectoriel sur 𝐾, et 𝑛 ⩾ 1 un entier. On désigne par
(𝑆𝑛𝑉 )∨ l’ensemble des formes multilinéaires 𝑓 de degré 𝑛 sur 𝑉 qui vérifie la propriété
suivante :

∀𝜎 ∈ 𝔖𝑛, 𝑓(𝑥𝜎(1), . . . , 𝑥𝜎(𝑛)) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛).

On désigne par 𝑝𝑛 : (𝑉 ⊗𝑛)∨ → (𝑉 ⊗𝑛)∨ l’application qui envoie une forme multilinéaire
𝑓 en

(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) 7−→ 1

𝑛!

∑
𝜎∈𝔖𝑛

𝑓(𝑥𝜎(1), . . . , 𝑥𝜎(𝑛)).

1) Montrer que (𝑆𝑛𝑉 )∨ est un sous-espace vectoriel de (𝑉 ⊗𝑛)∨.
2) Montrer que 𝑝𝑛 est une projection de (𝑉 ⊗𝑛)∨ dans (𝑆𝑛𝑉 )∨.
3) Si 𝑓 est une forme dans (𝑆𝑛𝑉 )∨ et 𝑔 est une forme dans (𝑆𝑚𝑉 )∨, on désigne par

𝑓𝑔 la forme multilinéaire 𝑝𝑛+𝑚(𝑓 ⊗ 𝑔) ∈ (𝑆𝑛+𝑚𝑉 )∨.
(i) Montrer que, si 𝑓 ∈ (𝑆𝑛𝑉 )∨, 𝑔 ∈ (𝑆𝑚)∨ et ℎ ∈ (𝑆𝑘𝑉 )∨, alors

(𝑓𝑔)ℎ = 𝑓(𝑔ℎ).

(ii) Montrer que, si 𝑓 ∈ (𝑆𝑛𝑉 )∨ et 𝑔 ∈ (𝑆𝑚)∨, alors 𝑓𝑔 = 𝑔𝑓 .

(iii) Montrer que, si 𝑉 est de type fini et si (𝑒𝑖)
𝑟
𝑖=1 est une base de 𝑉 , alors

(𝑒∨1 )
𝑎1 ⋅ ⋅ ⋅ (𝑒∨𝑟 )𝑎𝑟 , 0 ⩽ 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟 ⩽ 𝑛, 𝑎1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑎𝑟 = 𝑛

est une base de (𝑆𝑛𝑉 )∨.
(iv) Calculer le rang de (𝑆𝑛𝑉 )∨ dans le cas où 𝑉 est de type fini.

Exercice 7 Soient 𝐸 et 𝐹 deux espaces vectoriels sur 𝐾. Pour tout (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸×𝐹 , on
désigne par 𝛿(𝑥,𝑦) l’application de 𝐸×𝐹 vers 𝐾 qui envoie (𝑥, 𝑦) en 1 et d’autres points

en 0. On désigne par 𝐼 l’intersection de tous les sous-espaces vectoriels de 𝐾(𝐸×𝐹 ) qui
contiennent des éléments de la forme

𝛿(𝜆𝑥1+𝜇𝑥2,𝑦) − 𝜆𝛿(𝑥1,𝑦) − 𝜇𝛿(𝑥2,𝑦) et 𝛿(𝑥,𝜆𝑦1+𝜇𝑦2) − 𝜆𝛿(𝑥,𝑦1) − 𝜇𝛿(𝑥,𝑦2),

où 𝜆 et 𝜇 sont dans 𝐾, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥 ∈ 𝐸 et 𝑦1, 𝑦2, 𝑦 ∈ 𝐹 .

1) Montrer que 𝐼 est un sous-espace vectoriel de 𝐾(𝐸×𝐹 ).

2) On désigne par 𝐸 ⊗ 𝐹 l’espace quotient 𝐾(𝐸×𝐹 )/𝐼. Montrer que l’application 𝜄 de
𝐸×𝐹 vers 𝐸⊗𝐹 qui envoie (𝑥, 𝑦) en la classe de 𝛿(𝑥,𝑦) est une application bilinéaire.

3) Montrer que, pour tout espace vectoriel 𝑉 sur 𝐾, et toute application bilinéaire

𝑓 : 𝐸 × 𝐹 → 𝑉 , il existe une unique application linéaire 𝑓 : 𝐸 ⊗ 𝐹 → 𝑉 telle que
𝑓 = 𝑓𝜄.


