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Feuille d’exercices IX

Dans cette feuille d’exercices, 𝐾 = ℝ ou ℂ.

Exercice 1 Si (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) une famille d’éléments dans𝐾, on désigne par 𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛)
le déterminant

dét

⎛⎜⎜⎜⎝
1 1 . . . 1
𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛−1
1 𝑎𝑛−1

2 . . . 𝑎𝑛−1
𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
1) Montrer que, si 𝑃 est un polynôme de degré 𝑛− 1 qui est de la forme

𝑃 (𝑋) = 𝑋𝑛−1 +𝑄(𝑋),

où 𝑄 est un polynôme de degré < (𝑛− 1), alors on a

𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = dét

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 1 . . . 1
𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛
...

...
. . .

...
𝑎𝑛−2
1 𝑎𝑛−2

2 . . . 𝑎𝑛−2
𝑛

𝑃 (𝑎1) 𝑃 (𝑎2) . . . 𝑃 (𝑎𝑛)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
2) Choisir un polynôme 𝑃 convenable pour montrer que

𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) = 𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1)
𝑛−1∏
𝑖=1

(𝑎𝑛 − 𝑎𝑖).

3) En déduire la valeur de 𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛).

4) Montrer que 𝑉 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑛) ∕= 0 si et seulement si 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 sont distincts.

5) En déduir qu’un polynôme de degré 𝑛 admet au plus 𝑛 racines distinctes.

Exercice 2 Soient 𝑎, 𝑏 et 𝑐 trois éléments dans 𝐾. Pour tout entier 𝑛 ⩾ 2, on définit
𝐷𝑛 comme le déterminant de la matrice de taille 𝑛× 𝑛 comme la suite⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎 𝑏 . . . 0 0 0
𝑐 𝑎 . . . 0 0 0
...

...
. . .

...
...

...
0 0 . . . 𝑎 𝑏 0
0 0 . . . 𝑐 𝑎 𝑏
0 0 . . . 0 𝑐 𝑎

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On définit 𝐷1(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎 par convention.



1) Calculer 𝐷2(𝑎, 𝑏, 𝑐) et 𝐷3(𝑎, 𝑏, 𝑐).

2) Montrer la relation de récurrence suivante

𝐷𝑛 = 𝑎𝐷𝑛−1 − 𝑏𝑐𝐷𝑛−2.

3) En déduire un le calcul de 𝐷𝑛(1, 1,−1).

Exercice 3 Soit 𝑉 un espace vectoriel de type fini et non-nul sur 𝐾. On identifie 𝑉 à
son bidual 𝑉 ∨∨ via la bijection linéaire 𝜄 qui envoie 𝑥 ∈ 𝑉 en (𝑓 ∈ 𝑉 ∨) 7→ 𝑓(𝑥). Pour
tout entier 𝑛 ⩾ 1, soit Λ𝑛𝑉 l’espaces des formes alternées de degré 𝑛 sur 𝑉 ∨. Dans cet
exercice, on fixe un vecteur non-nul 𝑦 dans 𝑉 .

1) Soit 𝑘 ⩾ 1 un entier. Montrer que l’application 𝛿𝑘 : Λ𝑘𝑉 → Λ𝑘+1𝑉 qui envoie
𝛼 ∈ Λ𝑘𝑉 en 𝑥 ∧ 𝛼 est linéaire.

2) Soit (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟) une base de 𝑉 telle que 𝑥1 = 𝑥. Soit ℎ𝑘 : Λ𝑘𝑉 → Λ𝑘−1𝑉 (𝑘 ∈
{2, . . . , 𝑟}) l’application linéaire telle que

ℎ𝑘(𝑥𝑖1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ 𝑥𝑖𝑘) =

𝑘∑
𝑗=1

(−1)𝑗𝑒𝑖1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ 𝑥𝑖𝑗−1 ∧ 𝑥𝑖𝑗+1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ 𝑥𝑖𝑘 .

Montrer que, pour tout entier 𝑘 ∈ {2, . . . , 𝑟 − 1}, l’application
ℎ𝑘+1 ∘ 𝛿𝑘 + 𝛿𝑘−1 ∘ ℎ𝑘

s’identifie à l’application d’identité.

3) En déduire que la suite

Λ1(𝑉 )
𝛿1 // Λ2(𝑉 )

𝛿2 //// ⋅ ⋅ ⋅ // Λ𝑟−1(𝑉 )
𝛿𝑟−1 // Λ𝑟(𝑉 ) // 0

est exacte.

Exercice 4 Soit 𝑉 un espace vectoriel de type fini sur 𝐾. Soit 𝑟 le rang de 𝑉 , supposé
être strictement positif. Montrer que, pour tout 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟−1} l’application bilinéaire

Λ𝑖𝑉 × Λ𝑟−𝑖𝑉 −→ Λ𝑟𝑉

qui envoie (𝛼, 𝛽) en 𝛼 ∧ 𝛽 définit une bijection linéaire de Λ𝑖𝑉 vers (Λ𝑟−𝑖𝑉 ).

Exercice 5 Soit 𝑉 un espace vectoriel de type fini sur 𝐾. On suppose que 𝑉 est de
rang paire et que (𝑥1, . . . , 𝑥𝑟, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑟) est une base de 𝑉 . Soit en outre

𝜔 = 𝑥1 ∧ 𝑦1 + ⋅ ⋅ ⋅+ 𝑥𝑟 ∧ 𝑦𝑟.

Calculer 𝜔∧𝑟.

Exercice 6 Soit 𝑉 un espace vectoriel sur 𝐾. On suppose donnée une famille libre
(𝑓𝑖)

𝑛
𝑖=1 de formes linéaires sur 𝑉 . Montrer que, si une famille (𝑔𝑖)

𝑛
𝑖=1 de formes linéaires

sur 𝑉 vérifie
𝑛∑

𝑖=1

𝑓𝑖 ∧ 𝑔𝑖 = 0,

alors il existe une matrice symétrique 𝐴 telle que

(𝑔1, . . . , 𝑔𝑛) = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛)𝐴.


