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Feuille d’exercices IX

Dans cette feuille d’exercices, K = R ou C.

Exercice 1 Si(ay,...,a,) une famille d’éléments dans K, on désigne par V(aq, ..., ay,)
le déterminant
1 1 ... 1
aq a2 . 7%
dét
a’ffl agfl coooant

1) Montrer que, si P est un polynéme de degré n — 1 qui est de la forme
P(X)=X""'4+Q(X),

ol  est un polynome de degré < (n — 1), alors on a

1 1 1
aq a9 (07
Viay,...,a,) = dét
ay™® ahm? . ar?
P(a;) P(az) ... P(an)

2) Choisir un polynéme P convenable pour montrer que

n—1

Viay,...,an)=V(ay,...,an_1) (an — a;).
1

%

3) En déduire la valeur de V(ay,...,an).
4) Montrer que V(as,...,a,) # 0 si et seulement si aq,...,a, sont distincts.

5) En déduir qu'un polynome de degré n admet au plus n racines distinctes.

Exercice 2 Soient a, b et ¢ trois éléments dans K. Pour tout entier n > 2, on définit
D,, comme le déterminant de la matrice de taille n x n comme la suite

a b ... 00 O
c a ... 00 0O
0 0 b 0
0 0 c b
0 0 0 ¢ a

On définit Dy (a, b, c) = a par convention.



1) Calculer Ds(a,b,c) et Ds(a,b,c).
2) Montrer la relation de récurrence suivante

D, =aD,_1 —bcD,,_>.
3) En déduire un le calcul de D, (1,1, —1).

Exercice 3 Soit V' un espace vectoriel de type fini et non-nul sur K. On identifie V' a
son bidual VVY via la bijection linéaire ¢ qui envoie z € V en (f € VV) — f(x). Pour
tout entier n > 1, soit AV I’espaces des formes alternées de degré n sur VV. Dans cet
exercice, on fixe un vecteur non-nul y dans V.
1) Soit £ > 1 un entier. Montrer que I’application & : A¥V — A**1V qui envoie
a € AFV en x A « est linéaire.
2) Soit (w1,...,2,) une base de V telle que z; = 2. Soit hy, : AFV — A*=1V (k €
{2,...,7}) Vapplication linéaire telle que
k
hk(mil A /\l‘ik) = Z(_l)je’h AR /\l‘ij71 /\ZZ?z'jJrl AR /\l‘ik.
j=1
Montrer que, pour tout entier k € {2,...,r — 1}, Papplication
Ri41 00, + 0p—1 0 hy,
s’'identifie & 'application d’identité.
3) En déduire que la suite

Sr—1

& ATL(V) 5 AT (V) >0

d2

AL V)

est exacte.

A(V)

Exercice 4 Soit V un espace vectoriel de type fini sur K. Soit r le rang de V', supposé
étre strictement positif. Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,r—1} Papplication bilinéaire

AV x ATV — ATV
qui envoie (a, 3) en a A 8 définit une bijection linéaire de A*V vers (A"~V).

Exercice 5 Soit V un espace vectoriel de type fini sur K. On suppose que V est de
rang paire et que (z1,...,%r, Y1,-..,Y,) est une base de V. Soit en outre

W=T1ANYy1+---+Tp NYy.

Calculer w”".

Exercice 6 Soit V' un espace vectoriel sur K. On suppose donnée une famille libre
(fi)I—; de formes linéaires sur V. Montrer que, si une famille (g;)_; de formes linéaires

sur V vérifie .
> fingi =0,
i=1

alors il existe une matrice symétrique A telle que

(glw--agn) = (f177fn)A



