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CHAPITRE 2

SERIES DE FONCTIONS

2.1. Fonctions continues

Définition 2.1.1. — Soit 2 un ensemble. Soit 7 une famille de sous-ensembles de

Q. On dit que T est une topologie sur € si elle vérifie les conditions suivantes :

1) @eT,QeT,

2) pour toute famille (non-nécessairement finie) (U;);c; d’éléments de 7, on a
Uict Ui €T,

3) lintersection de deux éléments arbitraires de 7 reste dans 7.

Le couple (2, T) s’appelle un espace topologique. Les sous-ensembles de 2 dans 7 sont

appelés des ouverts de € (par rapport a la topologie 7). Si F' est un sous-ensemble

de Q dont le complémentaire F'° est dans 7, on dit que F' est un fermé de  (par

rapport & la topologie T).

Soit (£2,7) un espace topologique tel que €2 est non-vide. Soient z un point de €2
et A un sous-ensemble de 2 contenant z. On dit que A est un wvoisinage de z s’il
existe un ouvert U tel que x € U C A. En particulier, tout ouvert de €} contenant x
est un voisinage de z. Un tel voisinage est appelé un voisiange ouvert de x.

Proposition 2.1.2. — Soit (Q,T) un espace topologique. Un sous-ensemble U de
Q est ouvert si et seulement s’il est un voisinage de tout point dans U.

Démonstration. — La nécessité est immédiate par définition. Montrons la suffissance.
Pour tout « € U, il existe un ouvert U, de € tel que z € U, C U. D’ou

U:UUw

zecU

est un ouvert de Q (on utilise le deuxiéme axiome de topologie). O

Soit X un ensemble non-vide. Soit

d: X x X — [0, 00
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une application. On dit que d est une métrique sur X si elle vérifie les conditions
suivantes :
1) (symétrie) V (z,y) € X x X, d(z,y) = d(y, z),
2) (inégalité triangulaire) V (z,y,2) € X x X x X, d(x, 2) < d(z,y) + d(y, 2),
3) (séparation) V (z,y) € X x X, d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.
Le couple (X, d) s’appelle un espace métrique.
Etant donné un espace métrique (X, d), la métrique d induit une topologie 7 sur
X : un sous-ensemble U de X est ouvert si et seulement si

(2.1) Vo e U, de > 0 tel que B°(x;¢) C U,

ou B°(x;e) := {y € X |d(y,z) < e} est la boule ouverte centrée en x et de rayon
e. Montrons que la famille 7; des sous-ensemble U vérifiant (2.1) est une topologie
sur X. En effet, par définition on a {&, X} C T4. De plus, si (U;);ecs est une famille
d’éléments de Tg et si U = (J;; Us, alors pour tout x € U il existe i € I tel que z € Uj.
Comme U; € Ty, il existe € > 0 tel que B°(x;¢) C U; C U. Donc U € T;. Enfin, si
V1 et V5 sont deux éléments de Ty et si x € Vi N Vs, alors il existe deux constantes
strictement positives €1 et e tels que B°(z;e1) C Vi et que B°(z;e3) C Va. On
obtient alors
B°(z,min(e1,e2)) C V1 N Vs,

d’ou Vi NVa € Ta.

Soit V' un espace vectoriel sur K (qui est R ou C). Une application || - || : V —
[0, +00[ est appelée une norme sur V si elle vérifie les conditions suivantes:
1) pour tout a € K et tout x € V, on a |laz| = |a| - |z,
2) pour tous éléments = et y de V, on a ||z + y|| < ||z]| + ||y]l,
3) pour tout x € V, ||z|| = 0 si et seulement si x = 0.
Le couple (V.| - ||) est appelé un espace normé sur K. On vérifie facilement que la
valeur absolue |- | est une norme sur K (considéré comme un espace vectoriel de rang
1sur K). Ainsi (K, |- |) est un espace vectoriel normé sur K.

Exzemple 2.1.3. — Pour tout entier n > 1, considérons lapplication || - ||z : C* —
[0, +00] qui envoie (z1,...,2,) en

VP + T el

C’est une norme sur C".

Etant donné un espace normé (V, || -||) sur K, la norme sur V induit une métrique
d sur V telle que
anye‘/v d(.’b,y):”fE—y”

Ainsi tout espace normé peut étre considéré comme un espace métrique.

Proposition 2.1.4. — Soit (X,d) un espace métrique. Tout ouvert de X s’écrit
comme une union de boules ouvertes.
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Démonstration. — D’abord I’ensemble vide est lui-méme une boule ouverte de rayon
0. Soit U un ouvert non-vide de X. Pour tout z € U, il existe un nombre ¢, > 0 tel
que B°(x;e,) C U. On a alors

U= U B°(z,¢e,).

zelU
O

Etant donné un espace topologique (€2, 7) dont I’ensemble sous-jacent €2 est non-
vide. Il est possible de discuter la convergence d’une suite dans 2.

Définition 2.1.5. — Soit (2, T) un espace topologique ou 2 est non-vide. On dit
qu’une suite (Zp)n>n, d’éléments de Q est convergente s'il existe un point = € €2 tel
que, pour tout voisinage ouvert U de z, il existe un entier N > ng tel que z,, € U
quel que soit n > N. Le point x est appelé une limite de la suite (xp)n>n,. On dit
aussi que la suite (x,,)n>n, converge vers .

Dans le cas d’un espace métrique (en particulier le cas de R ou C), la convergence
d’une suite revient & une condition similaire & (1.2).

Proposition 2.1.6. — Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (Tp)n>n, dans X
est convergente si et seulement s’il existe x € X qui vérifie la condition swivante :

Ve>0,dN =ng, Vn =N, d(z,x)<e.

Démonstration. — “==" : Pour tout ¢, la boule ouverte B°(x;¢) est un voisinage
ouvert de z. Il existe donc N > ng tel que z,, € B°(z;¢), i.e. d(zn,z) < e, quel que
soit n > N.

“«=": Soit U un voisinage ouvert de z. Par définition, il existe un nombre ¢ > 0 tel
que B°(x;e) C U. 1l existe alors N > ng tel que d(z,, ) <&, i.e., x, € B°(x;e) CU
quel que soit n > N. O

Remarque 2.1.7. — Il n’est pas vrai en général que la limite d’une suite convergente
dans un espace topologique est unique. Considérons I’espace topologique (£2,7) ou
Q est un ensemble & deux éléments x et y, et T = {@,Q}. Considérons la suite
constante (z,,),>1 telle que z, = & quel que soit n. Cette suite converge évidemment
vers z. En méme temps, elle converge aussi vers y. En effet, le seule voisinage ouvert
de y est Pespace 2, qui contient toute la suite (,)n>1.

L’unicité de limite d’une suite est vérifiée lorsque I'espace topologique est séparé.
Autrement dit, pour tout couple de point (z,y) dans lespace topologique tel que
x #£ y, il existe des voisinages ouverts de x et de y respectivement dont I'intersection
est vide. Notamment tout espace métrique est séparé.

Définition 2.1.8. — Soient (2, 7T) et (', 7’) deux espaces topologiques, f : Q —
Q) une application. On dit que I'application f est continue en z € ) si 'image
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réciproque par f de tout voisinage de f(x) est un voisinage de z. On dit que
I’application f est continue si elle est continue en tout point de €.

Proposition 2.1.9. — Soient (Q,T) et (', T') deuz espaces topologiques, [ : Q —
Q' une application. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Dapplication f est continue,

2) limage réciproque de tout ouvert de Q' par f est un ouvert de <),

3) Uimage réciproque de tout fermé de Q' par f est un fermé de €.

Démonstration. — “1)==2)": Soient V un ouvert de @', U = f~1(V). Pour tout
r €U, ona f(xr) € V. Donc V est un voisinage de f(z). D’on U = f~1(V) est un
voisinage de . Donc U est un voisiange de tout point dans U. L’ensemble U est alors
un ouvert de  (voir la proposition 2.1.2).

“2)==3)": Si F est un fermé de ', alors son complémentaire F° est un ouvert de
Q. Donc f=1(F¢) = f=Y(F)¢ est un ouvert de Q et f~1(F) est un fermé.

“3)=1)": Soit x € Q. Montrons que f est continue en x. Soient V un voisinage
de f(z) et U = f~1(V). Quitte & remplacer V par un sous-ensemble ouvert contenant
f(z) on peut supposer que V est lui-méme un ouvert. Dans ce cas-1a V¢ est un fermé
de Q. D’ou U¢ = f~1(V¢) est un fermé de § et U est un ouvert de (. O

Proposition 2.1.10. — Soient (Q,T) et (¥, T") deux espaces topologiques, et f :
Q — Q' une application. Si lapplication est continue en x € Q et si (Tn)n>n, €st une
suite dans ) qui converge vers x, alors la suite (f(xy))n>n, converge vers f(x).

Démonstration. — Soient V un voisinage de f(z) et U = f~1(V). Par définition U
est un voisinage de x. Donc il existe N > ng tel que x,, € U quel que soit n > N.
D’ou f(x,) € V pour tout n > N. Comme V est arbitraire, on obtient que la suite
(f(zn))n=n, converge vers f(x). O

La réciproque de la proposition 2.1.10 n’est pas vraie en général. C’est vraie lorsque
lespace topologique (€2, 7) & une base de voisinage dénombrable en x.

Proposition 2.1.11. — Soient (2, T) et (', T") deuz espaces topologiques, f : Q —
Q' une application et x € Q. On suppose qu’il existe une famille dénombrable (U;)i>0
de voisinages de x telle que tout voisinage de x contient ['un des U; (une telle famille
est appelée une base de voisinages de x). Si, pour toute suite (Ty)n>n, qui converge
vers x, la suite (f(Tn))n>n, converge vers f(x), alors la fonction f est continue en
x.

Démonstration. — D’abord 'intersection de deux voisinages de x est encore un voisi-
nage de z. Donc la famille (U/);>o est aussi une base de voisinages de x, olt

Ul = ﬂ U;.
j=0
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Quitte & remplacer (U;)i>o0 par (U/)i>0, on peut supposer que
U03U1:)"':)UiDUi+1D---.

Si f n’est pas continue en z, alors il existe un voisinage V de f(x) tel que f~1(V)
n’est pas un voisinage de z. Autrement dit, pour tout i > 0, il existe z; € U;\ f~1(V).
Montrons que la suite (x;);>0 converge vers z. En effet, pour tout voisinage ouvert
U de z, il existe un certain indice m tel que U,, C U. Donc pour ¢ > m, on a
z; € U; C Uy, C U. Par I'hypothese de la proposition, la suite (f(x;))i>0 converge
vers f(x). Donc il existe N > 0 tel que f(x,) € V quel que soit n > N. C’est une
contradiction car alors x,, € f~1(V) quel que soit n > N. O

Remarque 2.1.12. — Soit (X, d) un espace métrique. Tout point © € X admet une
base de voisinage dénombrable qui consisite des boules ouverts B°(z,1/n) (n > 1).

2.2. Suite d’applications

Soient  un ensemble non-vide, (X, d) un espace métrique, et ng un entier. On
appelle suite d’application de  vers X (dont U'indice initial est ng) toute application
de Z N [ng, +oo] vers App(Q2, X), l'espace des applications de 2 vers X.

Définition 2.2.1. — Soient (fy,)n>n, une suite d’applications de Q vers X, et f €
App(©2,X). On dit que la suite (fn)n>n, converge simplement vers f si la suite
(fr(wW))n>n, converge (dans X) vers f(w) quel que soit w € Q. On dit que la suite
(fn)n>ne converge uniformément vers f si
Ve>0, AN =ng tel que, Vn > N, supd(fp(w), f(w)) <e.
weN

Théoréme 2.2.2. — Soient (2, T) un espace topologique et (X,d) un espace
métriqgue. On considére une suite (fn)n>n, d’applications de Q vers X qui converge
uniformément vers une application f. Si toutes les fonctions f, sont continues en
un point wy € §2, alors il en est de méme de f.

Démonstration. — Soit zg = f(wo). Montrons que, pour tout ¢ > 0, 'ensemble
f7H(B°(xg,e)) est un voisinage de w. Comme la suite (f,)n>n, converge uni-
formément vers f, il existe N > ng tel que

sup d( fn(w), f(w)) < /2
quel que soit n > N. Soit n un eniter tel que n > N. On a

d(fn(wo), f(wo)) = d(fn(wo), o) < /2.

Donc B°(xzg,e/2) est un voisinage ouvert de f,(wg). Comme l'application f, est
continue en wp, enesmble f, 1(B°(xg,£/2)) est un voisinage de wy. En outre, si w
est un point dans £, 1(B°(z0,£/2)), alors

d(fn(w), o) < /2,
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dott d(f(w),z0) < d(f(w), fu(w)) + d(fu(w),20) < e. Donc w € f~1(B°(xo,¢)).
Cela montre que f~1(B°(xg,e)) D f, (B°(x0,g/2)) et donc f~1(B°(zp,€)) est un
voisinage de wy. O

Remarque 2.2.3. — L’énoncé du théoreme précédent n’est pas vrai en général si
la convergence de la suite d’application (fy)n>n, 1'est pas uniforme. En effet, con-
sidérons la suite de fonctions continues (z™),>1 sur lintervalle [0,1]. Elle converge
vers la fonction

La fonction limite n’est pas continue sur [0, 1].

Théoréme 2.2.4. — Soient I = [a,b] un intervalle fermé dans R et (fn)n>n, une
suite de fonctions (a4 valeurs réelles) définie sur I qui converge uniformément vers une
fonction f. Si chaque fonction f, (n = ng) est intégrable, alors il en est de méme de
f- En outre, on a

lim /ab Fult) dt = /:f(t) dt.

n—-+4oo

Démonstration. — Pour toute fonction g définie sur I et toute partition A : a =ty <
t1 < -+ <t, =bde lintervalle [a,b], on désigne par

Si(Ag) = > isrlllfp{g(tﬂti—l St (6 —tima).
1<isn

Soient en outre
+ .
/ g(t)dt = ls?lfp{si (A, g) | A est une partition de I}.
I

Rappelons que la fonction g est dite intégrable sur I si et seulement si

/I+g(t)dt:/_g(t)dteR.

I
Pour tout entier n > ng, soit

On = sup|fn(t) — f(1)].
tel
Pour tout sous-ensemble I; de I et tout entier n > ng, on a

inf (1)~ jof f(t)' <.

tely

sup fn(t) — sup f(t)‘ < 6n,
tel; tel;

D’ou
/Ifn(t)dt—/j+f(t)dt‘ <6a(b—a), ‘/Ifn(t)dt—/l_ f(t)dt‘ <ou(b—a).

On en déduit

’/I+ ftydt— /1_ @ dt’ < 6,(b—a).
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Par passage a la limite quand n — oo, on obtient que la fonction f est intégrable.
Enfin, la relation

JF
- [Tl <00
I I
montre que

hmlh@&zzth

n—roo

O

Remarque 2.2.5. — L’énoncé du théoreme précédent n’est pas vrai en général si
la convergence de la suite d’application (fy)n>n, D'est pas uniforme. Soit (un)n>0
une suite de nombres distincts telle que Pensemble {u,, |n > 0} s’identifie & QN [0, 1].
Pour tout entier n > 0, soit

Jula) 1={1 @€ oy unk

0 sinon.

Cette fonction est intégrable sur [0,1]. La suite de fonctions (f,)n>0 converge vers la
fonction

ﬂ@:{1§ermnm
0 sinon.

La fonction limite n’est pas intégrable.

Théoréme 2.2.6. — Soient I = [a,b] (a < b) un intervalle fermé dans R et
(fr)n>ne une suite de fonctions réelles continues sur I. On suppose que,

1) il existe to € [a,b] tel que (frn(to))n>n, converge;
2) pour tout entier n > ng, la fonction f, est dérivable surla,b|, et la suite (f})n>n,
converge uniformément sur |a,b[ vers une fonction ¢.

Alors la suite de fonctions (fr)n>1 converge uniformément vers une fonction continue
f sur I, qui est dérivable sur |a,b|, et telle que f' = ¢ sur]a,b|.

Démonstration. — Pour tout € > 0, il existe un entier N > ng tel que

€ / ! <
nto) = fm(to)l <5 et swp 1£(0) = [ (O] < 55—y

uels que soient n,m > N. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on obtient
) )
que

’“ﬁ*ﬁﬁW%Mm—m%m<ﬁiﬁ

quels que soient m,n > N et t € I. D’ou sup,¢; |fn(t) — fm(t)| < € quel que soient
n,m > N. Par conséquent, la suite de fonctions (fy)n>n, converge vers une fonction

3
‘t_t0| < 5

f, qui est continue sur I d’apres le théoreme 2.2.2.
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Montrons que la fonction f est dérivable sur |a, b] et que f/ = ¢. Soit ¢ un élément
de Ja, b[. Pour tout entier n > ng, soit ®,, : I — R la fonction
T) — 4
7][”( ) = fult) six #t,
D, (x) = T —t

1h(@) six=t.
La fonction ®,, est continue en t. En outre, d’apres le théoréme des accoissements
finis, on a

sup | @y, (z) — @ (2)| < sup |, (§) = fr.(E)].
zel £€la,b|

Donc la suite de fonction (®,,),>1 converge uniformément vers la fonction

fl@) =)
O(x) = x—t ste £t
o(t) six=t.

D’apres le théoreme 2.2.2, la fonction ® est continue en ¢. Donc la fonction f est
dérivable en ¢ et f'(t) = ¢(t). O

2.3. Série de fonctions

Soit (V|| - ||) un espace vector normé sur K (=R ou C). On dit que (V|| - ||) est
un espace de Banach s’il est complet pour la métrique induite par || - ||, c’est-a-dire
que toute suite de Cauchy est convergente dans V.

Définition 2.3.1. — Soient {2 un ensemble non-vide, (V, ||-||) un espace de Banach,
et ny un entier. Etant donnée une suite (fn)n>n, d’application de Q vers V, on
appelle série de fonctions associée & (fn)n>n, la suite d’applications de Q vers V
dont le terme d’indice n est

n
(we Q) — Z frn(w),
k:ng
notée Zn>n0 fn- Si cette série converge simplement, sa limite est appelée la somme
de cette série.

Soit 37,5, fn une série de fonctions (& valeurs dans un espace de Banach (V, [|-[])).
On dit que la série Zn>n0 fn converge normalement (sur ) si la série numérique (de
termes positifs)

> sup | fa(w)]

n>no weN

converge dans R.

Exemple 2.3.2. — Considérons la série de fonctions

> "

n=0
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a valeurs dans C. Pour tout nombre r €]0,1[, la série converge normalement sur
B(0,7):={z € C||z| <r} C C. En effet, on a

Zsup \z”|<2r": 1174.

n>0 l2IsT n>0
Théoréme 2.3.3. — Soit >_, -, fn une série de fonctions sur  a valeurs dans
=
un espace de Banach (V)| - ||) qui converge normalement, alors elle converge uni-

formément vers une fonction f : Q — V. En particulier, si ) est un espace topologique
et st chaque application f, est continue en w € §, alors la fonction limite f est aussi
continue en w.

Démonstration. — Pour tout entier n > ng, soit F,, = ZZ:M frx- On a
(2:2) IFa(@) = Fogm@)I < >0 (el
n<k<n+m

Comme la série de fonctions converge normalement, on obtient que (F,(w))n>n, €st
une suite de Cauchy dans V', qui converge vers un élement de V' que ’on notera F'(w).
Par passage & la limite dans la formule (2.2) quand m tend vers l'infini, on obtient

1E(w) = F@)ll < Y @),

k>n
d’on
sup [Fn(w) = Fw)ll < I;nilelg 15 ()I
On obtient donc que la suite (F),)n>n, converge uniformément vers F. O

Les résultats suivants sont des conséquences immédiates du théoreme 2.3.3 et des
théoremes 2.2.4 et 2.2.6.

Corollaire 2.3.4. — Soient I = [a,b] un intervalle fermé dans R et 3 " fn une
suite de fonctions continues (d valeurs réelles) définie sur I qui converge normale-

> /abfn@)dt:/ab > falt)dt.

n>=ngo nz=ng

ment. Alors on a

Corollaire 2.3.5. — Soient I = [a,b] un intervalle fermé dans R et (fn)n>n
suite de fonctions réelles de classe C' sur I. On suppose que,

o une

1) il existe to € [a,b] tel que 3_, -, fn(to) converge dans R,
2) la série y, -, f, converge normalement sur I.

Alors la série de fonctions Y, <, fn converge normalement vers une fonction de classe
=

S a=(X )

n>ngo n>=ngo

C' surl, et on a
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2.4. Série entiére

Soit (V|| - ||) un espace de Banach sur K. On appelle série entiére (& coefficients
dans V') toute série de fonctions de K vers V de la forme
(2.3) Y 2", (€K, v, €V).
n=0

Soit S une série entiere de la forme (2.3). On désigne par A(S) l'ensemble des
r € Ry tels que la série numérique
> loal

n=0
converge. On désigne par B(S) I'ensemble des r € Ry tels que la suite (¥"||v,||)n>0
soit bornée. Par définition, il est facile de voir que les ensembles A(S) et B(S) sont
des intervalles ol I'extrémité a gauche est 0.

Proposition 2.4.1. — Soit S une série entiére de la forme
Zz"vn, (z€e K, v, €V).
n=0

On a sup A(S) = sup B(S) dans [0, +00].

Démonstration. — Sir > 0 est tel que la série
> lvall
n=0
converge, alors la suite (r"|v,||)n>0 converge vers zéro, donc est nécessairement
bornée. On en déduit donc A(S) C B(S). 1l suffit alors montrer que tout majo-
rant de A(S) est également un majorant de B(S5).
Soit R un majorant de A(S). Sir est un élément de B(.S), alors pour tout € €10, 1],

la série

> lloall (1 —e)"

n=0
est convergente. Par conséquent, (1 —¢) € A(S) et donc (1 —¢) < R. Comme € est
arbitraire, on obtient r < R. O
Définition 2.4.2. — Soient (V|| -||) un espace de Banach et S une série entiere a

coefficients dans V. On appelle le rayon de convergence de S la borne supérieure de
lensemble A(S) (qui est égale & la borne supérieure de I’ensemble B(S), d’apres la
proposition 2.4.1), noté R(S).

Proposition 2.4.3. — Soient (V,||-||) un espace de Banach et S une série entiére d
coefficients dans V', dont le rayon de convergence R(S) est strictement positif. Alors
la série de fonction S converge simplement sur B°(0; R(S)) vers une fonction con-

tinue. En outre, cette convergence est normale, donc uniforme sur toute boule fermée
B(0;r) ={z € K||z| <r} pour 0 <r < R(S).
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Démonstration. — Par définition (de A(S) et de R(S)) la série S converge normale-
ment sur toute boule fermée B(0;7) = {2z € K ||z| < r} pour 0 < 7 < R(S). Donc la
fonction limite est continue sur B°(0;r). Comme r est arbitraire, on obtient que la
série S converge simplement sur B°(0; R(S)) et que la fonction limite est continue. [

Le théoréme suivant propose une formule qui calcule le rayon de convergence d’une
série entiere.

Théoréme 2.4.4. — Soient (V,| - ||) un espace de Banach sur K et S une série
entiere a coefficients dans V' de la forme

Zz"vn, (z€ K, v, €V).

n>=0
On a
R(S) = (limsup ||v, /™).
n—+00
Démonstration. — Soit r un nombre positif tel que la suite (r"||v,||)n>0 soit bornée

(autrement dit, » € B(S)). On a alors

lim sup ranHl/" < 1.
n——+oo

Par conséquent, si » > 0, alors

rlimsup |Jv, [|Y/™ = limsup r{|v, ||/ < 1.
n—-+4o0o n—-4oo

On obtient donc que
R(S) < (limsup [Jv,[|V/™) L.

n—-+oo

Si r est un nombre réel tel que

0 < r < (limsup|fon /"),

n——+4oo

alors on a

lim sup 7{|v, || /" n <.
n—

+oo
D’ou il existe € €]0,1[ et un indice N > 0 tels que

< rlimsup o,
n—-+oo

rllon||™ <1 —¢ et donc r™||v,|| < (1 —&)"
quel que soit n > N. Par conséquent, la série numérique
> lonll
n>0
est convergente, et r € A(S). D’ou
(limsup [l [|*/™") 7" < R(S).

n—-+oo
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Corollaire 2.4.5. — Soient (V,|| - ||) un espace de Banach sur K et S une série
entiere a coefficients dans V' de la forme

Zz”vn, (z € K, v, € V\{0}).

n=0
Si la suite (||[vp]]/||vn+1l])ns0 converge vers un nombre £ € [0, +00], alors le rayon de

convergence de S est £.

Démonstration. — La condition du corollaire montre que

lim o, ||/™ = ¢~
n—oo

2.5. Opérations sur les séries entieres

Dans ce paragraphe, on discute les opérations algébriques sur les séries entieres.

2.5.1. Addition, dérivation et intégration. — Soit (V,|-||) un espace de Banach
sur K. On désigne par SE(V) I'espace des séries entieres & coefficients dans V. Si
Z 2", et Z 2",
n>=0 n>0
sont deux séries entieres dans SE(V'), on définit leurs somme comme la série entiere
Z 2", + Z 2"l = Z 2" (v, +0).
n>0 n>0 n>0

Si A est un élément dans K et si S est une série entiere dans SE(V) qui est de la

forme
E Zn’Un,

n=0
on désigne par AS la série entiére
n
g 2" (Avy).
n>=0

Il s’avere que lespace SE(V'), muni de ces deux lois de comoposition, est un espace
vectoriel sur K.

Proposition 2.5.1. — Soit (V.|| -||) un espace de Banach. Pour toutes séries S et
S’ dans SE(V), on a
(2.4) R(S+ S") = min(R(S), R(5")).

Pour toute série S € SE(V) et tout A € K*, on a R(\S) = R(S).
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Démonstration. — Supposons que les séries S et S’ sont respectivement de la forme
E 2", et g 2"
n=0 n=0

/

Pour tout nombre r > 0 tel que les suites (7™ ||v,||)n>0 et (r™||v),

alors la suite (r"||v, + v),||)n>0 est également bornée puisque

[)n>0 sont bornées,

lon + w51l < llonll + [lvRl-

On obtient donc (2.4).
Soit S une série de la forme

g 2"y,

n=0
On a
lim sup | Av, || = (lim AY™)(limsup ||o,||*/™) = limsup ||v, ||*/™.
n—00 n—oo n—oo n—oo
D’olt R(AS) = R(S). O

Soit S une série entiere de la forme

E 2"v,.

n>=0

Z 2" Hnwy,),

n>1

On désigne par D(S) la série

appelée la dérivée de S. On désigne par I(.S) la série
> (4 ) ),
n=0

appelée intégrale de S.
Proposition 2.5.2. — Pour toute série S € SE(V), on a
(2.5) R(D(S)) = R(I(S)) = R(S),

Démonstration. — On a

lim sup ||no, ||V = (lim 2 ™=Y)(limsup ||v, ||/ "~D)
n—00 n—0o0 n—00

= limsup [|v,, ||/ ™Y = lim sup ||v, ||}/
n—oo n—oo

De fagon similaire, on a

timsup (2 1)~ [ = (T (3 4+ 1)~/ 40 i sup o |V 0+)
= lim sup ||Un||1/(n+1) = lim sup an”l/”.
n—00 n— o0

On obtient donc (2.5). O
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2.5.2. Multiplication. — Si

Z z"a, et Z z"b,

n=0 n=0

sont deux séries entieres dans SE(K), on définit leurs produit comme la série entiere

(Z ) < 3 b) =3 b
n=0 n>=0 n>=0 k=0
Proposition 2.5.8. — Soient S et S" deux séries entiéres dans SE(K). On a

(2.6) R(SS') = min(R(S), R(S")).

Démonstration. — Si r > 0 est un nombre réel tel que les séries Y -, |an|r™ et
>
n 3 s ;.
> n>0 |bn|r™ soient convergentes, alors la série numérique

n
D "D laxba-|
k=0

n=0

est également convergente (voir le corollaire 1.5.3). Par conséquent, la série

n
S| S aut
k=0

n=0
est convergente. D’ou (2.6). O

2.5.3. Translation. — Soient a un élément de K et (V, ] - ||) un espace de Banach
sur K. On appelle série entiere translatée en a (a coefficients dans V') toute série de
fonction de la forme

(2.7) d(z—a)'vy, (€K, v, €V).

n>0

L’espace des séries entieres translatées en a est noté SE(a; V). C’est un espace vecto-
riel sur K. En outre, application T, : SE(V) — SE(a; V), qui envoie Zn>0 2", en
Zn%)(z — a)"v,, est une application K-linéaire bijective.

Soit S une série dans SE(a; V). On appelle rayon de convergence de S le nombre
R(T;71(S)), noté aussi R(S). C’est le rayon de convergence de la série entiere dont la
translatée en a coincide avec S. Il s’avere que la série S converge simplement vers une
fonction continue sur B°(a; R(S)) et cette convergence est normale sur toute boule
centrée en a et de rayon < R(S).

Les operations sur SE(V) que nous avons vus plus haut se généralisent naturelle-
ment sur l'espace des séries entiéres translatées. Notamment, pour toutes séries
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S=3 sz —a)"v et &' =3 (2 —a)"v;, dans SE(a; V), et A € K, on définit

(2.8) S+ 8= Z:O(z —a)™ (v, +vh),
(2.9) AS = z;;(z — a)"(Avn),
(2.10) D(S) = Z;l(z —a)""H(nwn),
(2.11) 1(S) := Z:O(z/— a)" H(n+1)"1wy).

En outre, si S =37, Sgan(z —a)" et 8" =3 -, bu(2 —a)" sont deux séries entieres
dans SE(a; K), on définit

SS/SZZZ—Q Z arbp_r.

n>=0 0<k<n

2.5.4. Comportement des fonctions limites. — Les résultats que nous avons
obtenu dans le paragraphe §2.3 conduisent immédiatement aux propositions suivantes.

Proposition 2.5.4. — Soient (V|| -||) un espace de Banach sur K eta € K.

1) Si S et 8" sont deuz séries entiéres dans SE(a; V'), alors la série S+ S converge
sur B°(a; min(R(S), R(S"))) vers une fonction continue, qui s’identifie a la somme
des fonctions limites des séries S et S’.

2) Si A est un élément de K et si S € SE(a; V), alors la série \S converge sur
B°(a;min(R(S), R(S"))) vers la fonction limite de la série S multipliée par X.

Démonstration. — Ce sont des conséquences immédiates de la proposition 2.5.1 et
du théoréme 2.3.3. O
Proposition 2.5.5. — Soit a un nombre réel. Soit S une série entiére dans SE(a; R)

dont le rayon de convergence est R > 0.

1) La série S converge sur Ja — R, a + R[ vers une fonction lisse f.
2) Pour tout entier n > 1, f") est la somme de la série D"(S).

3) La série 1(S) converge sur]a — R,a — R[ vers la fonction
/ (o)
Démonstration. — Pour tout r € [0, R], les séries S et D(S) convergent normalement

sur | —r, r[. En outre, D(S) est obtenue en dérivant la série S terme & terme. D’apres
le corollaire 2.3.5, on obtient que la série S converge vers une fonction f qui est
de classe C! et f’ est égal & la limite de la série D(f). Comme D(f) et f ont le
méme rayon de convergence, par récurrence on obtient 1) et 2). Enfin, 3) est une
conséquence du corollaire 2.3.4. O



32 CHAPITRE 2. SERIES DE FONCTIONS

Proposition 2.5.6. — Soit a un élément de K. Soient S et S’ deux séries entiéres
dans SE(a; K). Soit R = min(R(S), R(S")). La série SS’ converge vers une fonction
continue sur B°(a; R), qui s’identifie au produit des fonctions limites de S et de S’.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.5.3 et de la
proposition 2.5.3. O

2.6. Série de Taylor

Soit f un fonction réelle définie sur un intervalle ouvert I. On suppose que f est
de classe C*° dans un voisinage de a € I. On appelle série de Taylor de f en a la
série entiere (dans SE(a;R))

) (a
(2.12) > ! ,( )(xfa)" (x €R).

n
n=0

On utilise ’expression

o) balw—a)

n=0

pour désigner le fait que la série Zn>0 by (z — a)™ est la série de Taylor de f en a.
La somme partielle

Stn(x) = Z br(z — a)k

0<k<n

est un polynome de degré n. Il est caractérisé par la relation suivante:
(2.13) F®)(a) = S}{?I(a) quel que soit k € {0,...,n}.

La proposition suivante résulte directement de la définition de série de Taylor.

Proposition 2.6.1. — Soient a un nombre réel et f une fonction de classe C*° dans
un voisinage de a. Soit S la série de Taylor en a de la fonction f.

1) La série D(S) est la série de Taylor en a de la fonction f'.
2) Soit F' la fonction primitive de f qui vaut 0 en a. Alors I(S) est la série de Taylor
en a de la fonction F.
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Voici une liste de séries de Taylor de certaines fonctions avec leurs rayons de con-

vergence R.
x’ﬂ
(2.14) exp(x) ~ Z o R = +o0
n>0
) " I2n+1
(2.15) sin(z) ~ Y (1) T Ir R = +o0,
n>0
.10 (@) ~ Y1y
2.16 cos(x) ~ -1 , R =400,
= (2n)!
(2.17) (L +z)~ > ()" R=1,
n>1 n
w2n+1
2.18 ~ -H)r— =1
(2.18) arctan(z) Z( 1) RS 1
n=0
Proposition 2.6.2. — Soit a un nombre réel. Soient f et g deux fonctions de classe

C™ dans un voisinage de a et A un nombre réel dont les séries de Taylor en a de f
et de g sont respectivement Sy et Sg. On a

fH+ag~8r+8Sg, Af~ASy,  fg~ SfS,.
Démonstration. — Ces trois relations résultent respectivement des égalités suivantes:

(F+9) " (a) = F(a) +9"(a),
(AN (@) = A" (a),

F"@ = 3 (1) Mg .

0<k<n
O

Proposition 2.6.3. — Soient a et b deur nombres réels, P un polynéme tel que
P(a) =b. Soit f une fonction de classe C™ et

Z an(x —b)"

n=0
sa série de Taylor en b. Alors la série de Taylor en a de la fonction f o P est
(2.19) > an(P(z) - b)".

n>=0

Démonstration. — La fonction P étant lisse sur R et envoie a en b, f étant de classe

C* dans un voisinage de b la fonction composée f o P est de classe C*° dans un
voisiange de a.
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11 suffit de montrer que, si on reécrit (2.19) en une série entiere
Z cn(z —a)" € SE(a; R),
n>=0

alors sa somme partielle d’indice n

Sp(x) = Z ck(x—a)k

0<k<n
vérifie la relation
(2.20) Vke{0,....,n},  S¥(a)=(foP)P(a).

Soit
T (x) = Z ar(x — b)*.
0<k<n
Comme P(x)—b est un polynéme divisible par (z—a), on obtient que T, (P(z))— Sy (z)
est un polynéme divisible par (z — a)™. Comme

Vke{o,....ny,  TH@) = fH@),

on obtient (2.20) puisque (f o P)*)(a) et (T}, o P)*¥) sécrivent comme le méme
polyndéme (de plusieurs variables, qui ne dépend que de k) évalué en f(b) =
T (b). ..., fB(b) = T (), P(a), ..., P®)(a). O

Exemple 2.6.4. — La série de Taylor en 0 de la fonction f(x) = 1/(1 — ) est
Zn>1 z". Par la proposition 2.6.3, on obtient que la série de Taylor en 0 de la
fonction f(z) =1/(1 — 2?) est 2 n>0 3n,

Etant donnée une fonction f de classe C*° dans un voisiange d’'un nombre reel a,
il est naturel de se demander si la série de Taylor en a de la fonction f converge vers
la fonction f dans un voisinage convenable de a. Ce probleme peut étre décomposé
en deux questions: d’abord, est-ce que la série de Taylor a un rayon de convergence
strictement positif; ensuite, est-ce que la somme de la série coincide avec f?7 Il s’avere
que aucune de ces deux questions n’a une réponse positive dans toute la généralité.
Voici des contre-exemples.

Ezxemple 2.6.5. — Considérons la série de fonctions
sin(n?z)

> e

n=0
qui converge normalement vers une fonction f sur R. Pour tout entier £ > 0, la
dérivée terme-a-terme d’ordre k de cette série est normalement convergente car son
terme général est borné par n?*e¢~". On en déduit que f est de classe C> sur R. En
outre, pour tout entier impair k, on a

|F®)0)] = Z e "k > e72k(2k)2k,

n=1
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Donc, pour k pair
[fR)O)NVE e 2R\ VR,
() () e
On obtient donc

: |f k) (0)]\ 1/*
limsup (| ———+— = 400,
P ( 3] )

d’ou la série de Taylor en 0 de f a pour rayon de convergence 0.

Exemple 2.6.6. — Considérons la fonction
exp(—1/z?), sixz #0,
flz) = .
0, sixz=0.

La fonction f est de classe C* sur R\ {0}. En outre, pour tout n > 0, il existe un
polynoéme P, tel que
F™ (@) = Pu(1/2) exp(~1/2%)
sur R\ {0}. D’oui on a
lim £ (z) = 0.
z—0

Par récurrence on obtient que la fonction est de classe C*° sur R et que f (”)(0) =0
quel que soit n > 0. Par conséquent, la série de Taylor en 0 de la fonction f est la
série nulle, qui admet pour rayon de convergence +o0o. Mais la fonction f est non-nul
sauf en 0. Donc sa série de Taylor ne converge en aucun point de R\ {0} vers f.

D’apres le théoreme de Taylor-Lagrange, on obtient un critere de convergence pour
la série de Taylor d’une fonction.

Théoréme 2.6.7. — Soient a un nombre réel et f une fonction de classe C*° sur
un intervalle Ja — R,a+ R[, ot R € [0,400]. Soit S la série de Taylor en a de f. Si,
pour r € [0, R[, la suite
rn
s @5 =)

z€la—r,a+7] n:
est bornée, alors la série S converge sur Ja — R,a + R[ vers f, et la convergence est
uniforme sur tout intervalle fermé et borné contenu dans la — R,a + R|.

Démonstration. — Supposons que la série S est de la forme
Z an(z —a)”,
n>0

ot a, = f(a)/n!. On obtient de la condition du théoréme que le rayon de conver-
gence de la série S est supérieur ou égal a R. Donc la série S converge simplement
sur Ja — R,a + RJ, et la convergence est uniforme sur tout intervalle fermé et borné
contenu dans |a — R,a + RJ.
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Pour tout entier n > 0, soit S, la somme partielle
Su(x) = > ar(x—a).
0<k<n

D’apres le théoreme de Taylor-Lagrange, on obtient

_ ™t 0, —a))

F(#) = Sua(a) - (2 =),
ou 6, est un nombre dans [0, 1[. Soit r € [0, R[ tel que r > r, := |z —al. On a
T N [ Te\™
z) — Sp_1(x)| < sup (M) ()| =& = ( sup (n) 7) (i) ,
@)= Sum@l < s WOwIE= (s 17wl (7
qui tend vers 0 lorsque n — oo puisque la suite
n 7‘"
F Al U
yEla—r,a+r .
est bornée. On obtient alors
fz) = nhﬁn;o Sn(x).
Voici quelques exemples.
xn
(2.21) exp(x) = 7;) o reR
x2n+1
2.22 i = )t R
(222) i) = DV G 7€R
2n
n T
(2.23) cos(z) ~ ;(—1) o °€ R,
(2.24) m(l+a)~ > ()" e -],
n>1 n
x2n+1
2.2 ~ -1t — —1,1].
(2.25) arctan(z) Z( ) il x €] —1,1]

n=0



