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Exercice 1 Pour tout nombre réel 𝑝 ⩾ 0, soit 𝑆𝑝 la série entière∑
𝑛⩾1

𝑧𝑛

𝑛𝑝
(𝑧 ∈ ℂ).

On désigne par 𝑅𝑝 le rayon de convergence de la série 𝑆𝑝. Pour tout 𝑧 ∈ ℂ tel que la
série numérique

∑
𝑛⩾1 𝑧

𝑛/𝑛𝑝 soit convergente, on désigne par 𝑆𝑝(𝑧) la somme de cette
série.

1) Calculer la valeur de 𝑅𝑝.

2) Calculer 𝑆0(𝑧).

3) Calculer 𝑆1(𝑥) pour 𝑥 ∈ ]−𝑅1, 𝑅1[.

4) Pour quelles valeurs de 𝑝 la somme 𝑆𝑝(1) est bien définie ?

5) Montrer que, pour tout 𝑝 > 0, la série 𝑆𝑝 est convergente sur

𝒟 = {𝑧 ∈ ℂ ∣ ∣𝑧∣ ⩽ 1, 𝑧 ∕= 1}.
Cette convergence est-elle uniforme ?

6) Montrer que, pour tout 𝑝 > 0, la fonction 𝑆𝑝 : 𝒟 → ℂ est continue.

Exercice 2 Soit ∑
𝑛⩾0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 (𝑥 ∈ ℝ)

une série entière dont le rayon de convergence est 1, où 𝑎𝑛 ∈ ℝ pour tout 𝑛. Pour tout
𝑥 ∈ ]− 1, 1[, soit 𝑓(𝑥) la somme de la série

∑
𝑛⩾0 𝑎𝑛𝑥

𝑛. On suppose que 𝑓(𝑥) converge
vers un nombre ℓ ∈ ℝ lorsque 𝑥 tend vers 1.

1) Montrer que, si la série numérique
∑

𝑛⩾0 𝑎𝑛 est convergente, alors sa limite est ℓ.

2) Montrer que la série
∑

𝑛⩾0 𝑎𝑛 n’est pas nécessairement convergente en construisant
un contre-exemple.

3) Montrer que, pour tout 𝑥 ∈ [−1, 1], et tout 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ⩾ 1, on a

∣𝑥𝑛 − 1∣ ⩽ 𝑛(1− 𝑥).

4) Dans la suite, on suppose
lim

𝑛→∞𝑛𝑎𝑛 = 0.

Pour tout entier 𝑁 ⩾ 1, soient

𝐴𝑁 (𝑥) =
𝑁∑

𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥
𝑛 − 1), 𝐵𝑁 (𝑥) =

∑
𝑛>𝑁

𝑎𝑛𝑥
𝑛 (𝑥 ∈ [0, 1[).
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(i) Montrer que

∣𝐴𝑁 (𝑥)∣ ⩽ (1− 𝑥)

𝑁∑
𝑛=0

∣𝑛𝑎𝑛∣.

(ii) Montrer que

∣𝐵𝑁 (𝑥)∣ ⩽ 1

𝑁(1− 𝑥)
sup
𝑛>𝑁

∣𝑛𝑎𝑛∣.

(iii) En déduire que

lim
𝑁→∞

∣∣∣∣𝑓(1− 1/𝑁)−
𝑁∑

𝑛=0

𝑎𝑛

∣∣∣∣ = 0

(iv) En déduire que la série numérique
∑

𝑛⩾0 𝑎𝑛 converge vers ℓ.

Exercice 3 Dans cet exercice, on étude la fonction

𝑓(𝑥) =

{
exp(−1/𝑥4) + sin(𝑥) si 𝑥 ∕= 0,

0 si 𝑥 = 0.

définie sur ℝ et à valeur dans ℝ.
1) Montrer que la fonction 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ ∖ {0}.
2) Montrer que la fonction 𝑓 est continue en 0.

3) Montrer que la fonction 𝑓 est de classe 𝐶1 sur ℝ et calculer 𝑓 ′(𝑥).

4) Montrer que la fonction 𝑓 est de classe 𝐶∞ sur ℝ.
5) Déterminer la série de Taylor 𝑆(𝑓) de 𝑓 en 𝑥 = 0.

6) Déterminer le rayon de convergence de 𝑆(𝑓).

7) Déterminer l’ensemble des 𝑡 ∈ ℝ tels que la série 𝑆(𝑓) converge en 𝑡 vers 𝑓(𝑡).


