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Notations

Dans toute I’épreuve, Q* désigne la fermeture algébrique de Q dans C. Si K est un
sous-corps de Q* tel que [K : Q] < 400, on désigne par My I'ensemble des places de K.

Soit K un sous-corps de Q* qui est une extension finie de Q. Pour toute place v € M,
soit |-|, la valeur absolue dans la classe v dont la restriction a Q s’identifie & la valeur
absolue usuelle ou une valeur absolue p-adique normalisée de sorte que |p|, = p~*, ol p est
un nombre premier, et on désigne par K, le complété de K par rapport a ||, sur lequel
la valeur absolue ||, s’étend de fagon unique. Rappelons qu'un fibré vectoriel adélique sur
Spec K est par définition un espace vectoriel de rang fini £ sur K muni d’une famille
(Il 2.0 )versye de normes, ot ||-||g,, est une norme sur £ @ K, de sorte que toute base de
E sur K est orthonormée par rapport a ||-||g, pour toute sauf un nombre fini de places
v € Mg. Si de plus E est de rang 1, on dit que (E, (||-||g.v)verry) €st un fibré inversible
adélique sur Spec K. Si E = (E, (||||v)veny ) est un fibré vectoriel adélique sur Spec K, on
définit le degré d’Arakelov normalisé de E comme

— = K, :
degn(E) == Z %lnnsl AREE /\STHE,v,déta

vEMK

ot Q, est le complété de Q par rapport a ||, et (s;)7_, est une base de E sur Q. On a vu
dans le cours que la valeur de g&%n (E) ne dépend pas du choix de la base (s;)i_,. Si E est
non-nul, sa pente est définie comme Ji(E) = ae\gn (E)/rg(E).

On fixe un entier d > 1 dans I’épreuve et on désigne par V 'espace vectoriel Q4! sur Q.
Soient I% le schéma P(V'V), et 7 : I% — Spec Q le morphisme structurel. Rappelons que,
pour tout Q-schéma S dont le morphisme structurel est p : S — Spec Q, I'ensemble I%(S )
s’identifie & 'ensemble des quotients inversibles de p*(VY). En particulier, si K est une
extension de Q, alors P¢(K) := P§(Spec K) s’identifie a 'ensemble des espaces quotients
de rang 1 de V¥V ®g K = (V)Y ot Vi désigne l'espace K-vectoriel V @g K = K. Enfin,
on désigne par O(1) le faisceau inversible universel sur P¢. C’est le quotient inversible de
7 (VY) qui correspond a Id : Pﬁl@ — I% via le lemme de Yoneda. Si N est un entier, N > 1,
on désigne par O(N) la puissance tensorielle O(1)®V.

On munit I'espace vectoriel V' d'une famille de norms (||||,)venr, de sorte que V =
(V, (IIll)venrsy) devienne un fibré vectoriel adélique sur Q. Pour tout place v € Mg, soit
Pg, le Qu-schéma P Xgpec g Spec @, et on désigne par O(1), le tire en arriére de O(1) par
le morphisme de projection I%v — I%. Pour toute place v € My, soit ¢, la metrique de
Fubini-Study sur O(1), induite par la norme ||-||,.



Premiére partie

. Soit. K un sous-corps de Q*. Soit ug : K\ {0} — P¢(K) 'application qui envoie
x = (xo,...,zq) en U'espace quotient de V¥ ®@q K = V! par le sous-espace vectoriel des
formes linéaires ¢ € V! telles que ¢(x) = 0. Montrer que I'application ux est surjective
et que uxg(Az) = ug(z) pour tout A € K* := K \ {0} et tout x € K%'\ {0}. En
déduire que u induit une bijection (K“'\ {0})/K* — P§(K) qui est fonctorielle par
rapport & K C Q.

. Soient K; C K3 deux sous-corps de Q*. Montrer que I’application canonique P"(K;) —
P*(K5) est injective.

. Montrer que, pour tout sous-corps K de Q?, le systéme des applications canoniques
P (K') — P(K), K' C K sous-corps, [K': Q] < +o0

identifie P{(K) a la limite inductive des P§(K’), ou K’ parcourt ensemble des sous-
corps de K qui sont des sous-extensions finies de Q.

. Soit N un entier, N > 1. Soient K un sous-corps de Q* qui est une extension finie de
Q et = : Spec K — IPle un élément de ]P’é(K). Pour toute place v € Mk, soient 3" le
point de Péjﬂ déterminé par le Q-morphisme de schémas x, : Spec K, — I% qui est le
composé de z avec le morphisme canonique Spec K, — Spec K, et ||-||; n, la norme sur
i (O(N)) = 2*(O(N)) ®k K, induite par ||| ny, (23"). Montrer que

v

2 (O(N)) := (" (O(N)), (I lla.x0)venrc)

est un fibré inversible adélique sur Spec K et que z*(O(N)) = 2*(O(1))®V.
. Pour tout sous-corps K de Q*" qui est une extension finie de Q, on désigne par

hy i PO(K) — R

qui envoie z € P§(K) en Ec%n(x*(O(l))) Montrer que, si K1 C K sont deux sous-corps
de Q*" qui sont des extensions finies de Q et si z est un élément de IP’%(K 1), alors on a
hy i, (x) = hy g, (7). En déduire qu’il existe une unique fonction

hy : PE(QY) — R

telle que, pour tout sous-corps K de Q* qui est une extension finie de Q, la restriction
de hy a PG(K) s'identifie & hy .

. Montrer que, si L est un fibré inversible adélique sur Spec Q tel que L = @Q, alors on a

hV®f = hV -+ degn (Z)



11.

. Construre une structurede fibré vectoriel adélique (||-[|,)vens, sur V telle que

hi-((ag @ -+ - = aq)) = max(|ao|, . . ., |aql)

pour tous entiers ay,...,aq tels que pged(ag,...,aq) = 1, ot (ag : -+ : ag) désigne la
classe de (ag, . .., aq) dans (Q*1\ {0})/Q*.

. Soient (||+[|})vers, une autre structure de fibré vectoriel adélique sur Vet V' := (V, (|||} )vesq )-

Montrer que la fonction |hy — hyy| sur P§(Q?) est bornée.

. Montrer que la fonction hy- est bornée inférieurement.
10.

Montrer la propriété de Northcott : pour tout nombre réel B, I’ensemble

{z € PG(Q) | hy(z) < B}
est fini.

Montrer que, pour tout entier 9 > 1 et tout nombre réel B, I’ensemble
{z € Po(Q") [ hy(2) < B, deg(z) < 0}

est fini, ou deg(x) désigne le degré sur Q du corps résiduel du point schématique I'image
de x : Spec Q* — P,

Seconde partie

Dans cette partie, on fixe un sous-schéma fermé et intégre X de ]P’in. Pour tout entier

N > 1, on désigne par Ey 'espace vectoriel H°(X, O(N)|x). Pour toute place v € Mg, on
munit By ®q Q, = H(Xq,, O(N)y|x,,) de la norme ||| x,ysup, définie comme

HSHN,UVSUP = Supn ||S(J7)||Ns0v(x)'

a:
z€XQ,

On a vu dans le cours que Ex = (Ey, (||| Nvsup)verry ) est un fibré vectoriel adélique sur
Spec@Q. Si N > 1 est un entier, s € E,, est une section non-nul et x € X(Q) est un point
rationnel, pour tout v € My, on désigne par d,(s,z) le nombre

5 ()| v ()

530,50

Par définition on a d,(s,z) > 0, et I'égalité est satisfaite si et seulement si s(z) = 0.

12.

Soient N > 1 un entier et F' un sous-espace vectoriel de Ey. Montrer que, si z € X (Q?)
est en dehors du lieu de base de F', alors on a

1 —
hy > _Amin F )
v(z) NN (F)

Ol [imin(F') désigne la valeur minimale des pentes des fibrés vectoriels adéliques quotients
non-nuls de F'.



13.

14.
15.

16.

On définit le minimum essentiel de X comme

less (X ) 1= su inf  h(x),
fles(X) yox e (X\Y) (@) V(@)

ou Y parcourt I'ensemble des sous-schémas fermés stricts de X. Montrer 'inéaglité
suivante

1 _
lim — sup deg,(s) < Jless(X).
I S deg (8) < Hess(X)

Dans la suite, on fixe N > 1 un entier et s un élément non-nul de Ey.

Montrer que d,(s,x) < 1 pour toute v € Mg et tout z € X (Q).

Soit v une place de Q. Soit ¢, un nombre réel, ¢, > N. Montrer qu’il n’existe qu'un
nombre fini de points rationnels = € X(Q) tels que

s(z) #0 et d,(s,x) < Hy(z) ™",

ot Hy = exp(hy).
Soient M une famille finie de places de Q. Soit (¢,)yen une famille de nombres positifs

telle que ) ., te > N. Montrer qu’il n’y a qu'un nombre fini de points rationnels
x € X(Q) tels que s(z) # 0 et que

Vvoe M, d,(s,x) < Hp(z)™".

Fin de l’épreuve



