CHAPITRE 2

FAISCEAUX ET ESPACES ANNELES

2.1. Topologie de Grothendieck

Topologie de Grothendieck est une notion qui généralise la notion de topologie dans
le cadre de la théorie des catégories, qui est particuliérement adaptée a I’étude de la
théorie des faisceaux et des applications & la géométrie algébrique. On fixe dans ce
paragraphe une catégorie petite C.

2.1.1. Soit X un objet de C. On appelle crible de X toute famille S de morphismes
dans C dont le but est X, qui vérifie la condition suivante :

(2.1) siY 5 X et Z5Y sont des morphismes dans C, u € S, alors uv € S.

Si (S;)ier est une famille de cribles de X, alors S = ﬂiel S; est aussi un crible de X.
En particulier, si R est une famille de morphismes dans C dont le but (cf. §1.2.2) est
X, alors l'intersection des cribles de X contenant R est un crible contenant R, appelé
crible engendré par R et noté S(R). Le crible S(R) est la famille des morphismes dont
le but est X qui factorisent par au moins un morphisme dans R.

2.1.2. Soit X un objet de C. On désigne par Hx ’ensemble de tous les morphismes
dans C dont le but est X. C’est un crible de X. En outre, tout crible de X est contenu
dans Hx. Un crible S de X est égal & Hx si et seulement si 1x € S.

2.1.3. Soit X un objet de C. Soient R et R’ deux familles de morphismes dans C
dont le but est X. On dit que R’ est plus fine que R ou R est moins fine que R’ si
tout morphisme dans R’ se factorise par au moins un morphisme dans R. Cela revient
a dire que S(R’) C S(R). Attention, la condition “R’ est plus fine que R’ ne signifie
pas que R’ est contenu dans R.

2.1.4. Soit f : Y — X un morphisme de la catégorie C. Si S est un crible de X,
on désigne par f*S ’ensemble des morphismes g dont le but est Y tels que fg € S.
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C’est un crible de Y, appelé la tirée en arriéere de S par le morphisme f. Si' Y END'S
appartient & S, alors on a 1y € f*(5) et donc f*(S) = Hy (cf. §2.1.2).

2.1.5. On appelle topologie de Grothendieck sur C tout foncteur J de C° dans la
catégorie des ensembles qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) pour tout X € C, J(X) est un ensemble de cribles de X telle que Hx appartienne
a J(X);

(b) pour tout morphisme f : Y — X dans C, Papplication J(f) : J(X) — J(Y)
envoie S € J(X) sur f*S (on a donc nécessairement f*S € J(Y));

(¢) pour tout crible S de X, ¢’il existe un crible S' € J(X) tel que, pour n’importe
quel morphisme (f : Y — X) € S’, on ait toujours f*S € J(Y), alors le crible S
appartient a J(X).

Soient f : Y — X un morphisme dans C et S un crible de X, si f*S € J(Y), on

dit que le crible S recouvre f sous la topologie J.
On appelle site toute catégorie petite munie d’une topologie de Grothendieck.

2.1.6. Soit (C,J) un site. Si X est un objet de C et si S est un crible de X, alors

pour tout (Y ER X) e Sona f*S=Hy € J(Y). On obtient ainsi de la condition
(c) du §2.1.5 que, si S est un crible contenant un crible S’ € J(X), alors le crible S
appartient aussi a J(X).

2.1.7. Soit C une catégorie petite. On appelle base de topologie de Grothendieck toute
application K de C dans ’ensemble des familles de morphismes de C, qui vérifie les
conditions suivantes :

(a’) pour tout X € C, tout élément de K(X) est une famille de morphismes dont le
but est X ;

(b’) pour tous X € C, R € K(X) et tout morphisme f : ¥ — X dans C, il existe
R’ € K(Y) tel que, pour tout h € R, le morphisme composé fh se factorise (cf.
§1.2.8) par au moins un morphisme dans R (autrement dit, il existe u € R et un
morphisme v dans C tel que le morphisme composé uv est bien défini et est égal
a fh);

(¢”) pour tout X € C et tout R € K(X), si on désigne, pour tout morphisme f :
Y — X dans R, un élément Ry € K(Y), alors la famille {fg|f € R, g € Ry}
appartient & K(X).

2.1.8. Soient C une catégorie petite et J une topologie de Grothendieck sur C. Alors
J est aussi une base de topologie de Grothendieck sur C. En effet, pour tout X € C,
tout crible de X est une famille de morphismes dont le but est X. La condition (a’)
du §2.1.7 est donc satisfaite. En outre, pour tout morphisme f : Y — X dans C et
tout crible S € J(X), f*S est un crible dans J(Y) tel que, pour tout h € f*S on ait
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fh € S. Enfin, pour tout objet X € C et tout crible S € J(X), si on désigne, pour
tout (f:Y — X) € S, un crible Ty € J(Y'), alors 'ensemble

T={fglfeS geTy}

est un crible de X tel que f*T D Ty (et donc f*T € J(Y), cf. §2.1.6) pour tout
f € S. Par la condition (c) du 2.1.5 on obtient que T est un crible dans J(X), d’ou
la condition (¢’) du §2.1.7 est satisfaite.

2.1.9. Exemple. — Soient M un espace topologique et B une base de topologie de
M. On désigne par Ty la catégorie associée a ’ensemble ordonné des parties ouvertes
de M (cf. §1.3.7). Pour tout U € Ty, soit Kg(U) 'ensemble des recouvrements de U
par des parties ouvertes de U appartenant a la base de topologie B. Alors Kp est une
base de topologie de Grothendieck sur Ty, appelé base de topologie de Grothendieck
déterminée par la base de topologie B.

2.1.10. Proposition. — Soient C une catégorie petite et K une base de topologie
de Grothendieck sur C. Pour tout X € C, soit J(X) l’ensemble des cribles S contenant
au moins une famille R € K(X). Alors J est une topologie de Grothendieck sur C,
appelé topologie de Grothendieck engendrée par la base de topologie de Grothendieck
K.

Démonstration. — (a) Soit X un objet de C. Comme Hx est le plus grande famille
de morphismes dont le but est X, il contient tout élément de K(X). On obtient donc
Hx € J(X)

(b) Soient f : Y — X un morphisme dans C et R un élément de K(X). Par la
condition (b’) du §2.1.7, il existe un élément R’ de K(Y') tel que, pour tout h € R/,
le morphisme fh se factorise par un morphisme dans R. En particulier, si S est un
crible contenant R, alors pour tout h € R’ on a fh € S. D’ou f*S D R’ et donc
S e Jy).

(c) Soient X un objet de C, S et S’ deux cribles, ou S’ € J(X). On suppose que
f*S € J(Y) pour tout f:Y — X dans S’. Soient R un élément de K(X) tel que
R C S’. Pour tout f: Y — X dans R, soit Ry un élément de K (Y") tel que Ry C f*S.
On a alors

R:=|J{f9lg € Ry} € K(X)
fER
et RC S, dou S € J(X). O

2.1.11. Exemple. — Soient M un espace topologique et 7Ty la catégorie associée
a l'ensemble des ouverts de M. Soient B et B’ deux bases de topologie de M. Soient
Kp et Kp les bases de topologie de Grothendieck sur 7j; déterminées par les bases
de topologie B et B’ respectivement (cf. §2.1.9). Alors ces bases de topologie de Gro-
thendieck engendrent la méme topologie de Grothendieck sur 7y;. En effet, pour tout
ouvert U de M et tout recouvrement R de U par des ouverts de U qui appartiennent
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a B, il existe un raffinement R’ du recouvrement R par des ouverts de U qui appar-
tiennent a B’, et vice versa. D’aprés §2.1.3, on obtient qu’un crible S de U contient
un élément de Kp(U) si et seulement s'il contient un élément de Kg/ (U).

2.2. Faisceaux sur un site

Dans ce paragraphe, on fixe un site (C, J) et une catégorie compléte A (cf. §1.6.2).

2.2.1. On appelle préfaisceau sur C a valeurs dans A tout foncteur de C° dans A.
Etant donné un préfaisceau F : C° — A, pour tout morphisme f: X — Y dans C, on
note aussi | : F(Y) — F(X) le morphisme F(f).

2.2.2. Soient A une catégorie compléte et F' un préfaisceau sur C a valeurs dans A.
Pour tout objet X € C et tout crible S de X, on désigne par F(S) 'objet

(2.2) Ker [ ] F(W)Z:;: I[1 [[F2 | dansaA,

wixyes (vy4x)es z5y

ou pp est induit par les morphismes

Py H F(W)— F(Z), avec (Y 5 X)eS, Z5Y,
whxyes
po est induit par les morphismes
F)pr,: [[ FW)— F(Z), avec (Y 5X)eS, Z5Y.

(WLX)GS

On désigne par ®g le morphisme universel de F(S) dans

I rw),

whxyes

qui s’écrit sous la forme &g = (Pg f)res, ou pour tout (W g, X) e S, &gy est un
morphisme de F(S) dans F(W). On a py®s = poPg. Autrement dit, pour tout u € S
et tout morphisme v tel que wv soit bien défini (i.e., la source de u est égale au but
de v), on a

(2.3) cI)S,uv == F(U)(I)s)u.

2.2.3. Soit A un objet de A. Soient X un objet de C et S un crible de X. Tout
morphisme ¢ de A dans

I Fw)

(WLX)ES

s’écrit sous la forme ¢ = (¢y) reg, oit pour tout (W ER X) € S, 5 est un morphisme
de A dans F(W). L’égalité p1p = paip est satisfaite si et seulement si ., = F(v)@u
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pour tout u € S et tout morphisme v tel que uv soit bien défini; et si cette égalité
est satisfaite, il existe un unique morphisme (par la propriété universel du noyau)
¢:A— F(S) tel que 5o = ¢ (ie. P s = @y pour tout f € S). En particulier, le
morphisme
(F(f)yes: F(X)— [ FOW)
(WLX)ES

satisfait F(uv) = F(v)F(u) pour tout u € S et tout morphisme v tel que uv soit bien
défini et donc induit (via la propriété universelle du noyau) un unique morphisme
Ox s: F(X)— F(S) tel que

(2.4) Q5 Px g =F(f): F(X)— F(W) pour tout (W ER X)es,

appelé morphisme canonique de F(X) dans F(S).

Soient S et S’ deux cribles de X tels que S D S’. Les relations (2.3), pour u € S’
et v tel que wv soit bien défini, montent qu’il existe un unique morphisme ®g g :
F(S) = F(S') tel que

(2.5) bgr f®g 5 = Pg ¢ pour tout fe S’

2.2.4. Soient (C,J) un site et F': C° — A est un préfaisceau sur C a valeurs dans
une catégorie compléte A. Si, pour tout objet X de C et tout crible S dans J(X), le
morphisme canonique ®x g : F(X) — F(S) est un monomorphisme (resp. isomor-
phisme), on dit que le préfaisceau F est séparé (resp. un faisceau) par rapport a la
topologie de Grothendieck .J.

2.2.5. On suppose que tout produit fibré dans C existe. Si X est un objet de C et
si R est une famille de morphismes dans C dont le but est X, on désigne par F(R)
I’objet

26) Ker| ] F(W)Z:li I[1 TI FOxxV) | dansaA,

wihxyer (USX)eER (v 8 x)er
ou ¢ est défini par les morphismes
F(pr))pry: [[  F(W) — F(U xx V), avec (U % X) € R, (V > X) € R,
wihxyer
qo est défini par les morphismes
F(pry) pry, : H F(W) — F(U xx V), avec (U % X) € R, (V—b>X) € R,
wihxyer

pri U xxV = Uetpry: UxxV — V étant les deux projections. On désigne par
® R le morphisme universel de F(R) dans

I row,

wihxyer
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qui peut s’écrire sous la forme (®g s)fer, ol pour tout (W EN X), ®p,s est un
morphisme de F(R) dans F(W). La propriété g1 ®r = ¢2Pr peut s’écrire comme

F(pry)®r.o = F(pry)® g, pour tout U % X et tout V. % X dans R,
pri :UxxV = Uetpry:UxxV —V étant les deux projections.

2.2.6. On suppose que tout produit fibré existe dans C. Similairement au §2.2.3, si
A est un objet de A et si (¢f) fcr est une famille de morphismes dans A ot pour tout

4 ER X) € R, p; est un morphisme de A dans F(W), tel que

F(pry)@a = F(pry)py pour tout U % X et tout V % X dans R,

pry : UXxxV = Uetpry:UxxV — V étant les deux projections, alors, par la
propriété universelle du noyau, il existe un unique morphisme ¢ : A — F(R) tel que
@R o = @y pour tout f € R. En particulier, le morphisme

(F(f)jes : F(X) — I Fw)

wxyes

induit par la propriété universelle du noyau un unique morphisme ®x g : F(X) —
F(R) tel que

(2.7) Or sPx r = F(f) pour tout f € R.

Ce morphisme est appelé morphisme canonique de F(X) dans F(R).
Soient S un crible dans J(X) qui contient R. Pour tous les morphismes a : U — X
et b:V — X dans R, on a (d’aprés (2.3))

F(prl)q)s,a = q)S,aprl = (I)S,bprZ = F(pTZ)(I)S,b

car apr; = bpry. On obtient alors l'existence d’un unique morphisme ®g r : F(S) —
F(R) tel que

(2.8) Op ;Pgr = Pg s pour tout f € R.
Comme (voir (2.4) pour la derniére égalité)

Prf(PsrPx,s) = s, rPx,s = F(f)
pour tout f € R, on obtient que
(2.9) ®srPx s =Pxr

par l'unicité de ®x g.
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2.2.7. On suppose que tout produit fibré existe dans C. Soit F' : C° — A un pré-
faisceau sur C & valeurs dans une catégorie compléte A. Si X est un objet de C et
si S est un crible de X, dans les sous-paragraphes précédents, on a utilisé la méme
notation F'(S) pour désigner deux noyaux définis dans (2.2) et (2.6) respectivement,
ou dans (2.6) on considére S comme une famille de morphismes dont le but est X.
Cette notation confondue ne portera cependant pas d’ambiguité, comme justifié par
la proposition suivante.

2.2.8. Proposition. — On suppose que tout produit fibré existe dans C. Soit F :
C° — A un préfaisceau sur C a valeurs dans A. Soient X un objet de C, R une famille
de morphismes dans C dont le but est X, et S le crible engendré par R (cf. §2.1.1).
Alors le morphisme ®g g : F(S) = F(R) défini dans §2.2.6 est un isomorphisme.

Démonstration. — Montrons que F(.S) vérifie la propriété universelle du noyau (2.6)
définissant F'(R). Soient A un objet de A et

b=prer:A— [ FW)
wixyer
un morphisme tel que ¢19¥ = g2. Si f : Z — X est un morphisme dans S qui se
factorise comme Z = U % X, ol a € R, on note Yy = F(u),. Cette définition
ne dépend pas du choix de la factorisation. En effet, si Z = V % X est une autre
factorisation de f, il existe un unique morphisme w: Z — U xx V tel que pr; w =a
et prow =1b

On en déduit
F(u)y, = F(pr; w)y, = F(w)F(pry)a
= F(w)F(pry)y = F(prow)iy = F(v)p.

En outre, pour tout morphisme g : W — Z on a
Vrg = Fug)a = F(g)F(u)va = F(g)¥y,

ou la premiére égalité provient du fait que W YU % X est une factorisation de
fg avec a € R. On obtient donc (d’aprés §2.2.3) I'existence d’un unique morphisme
P A— F(S) tel que ®g 1) = ¢ pour tout f € S. En particulier, pour tout f € R

on a @573@37f1/1 = (I)S',f¢ = 1/)f.
O
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2.2.9. Théoréme. — Soient C une catégorie petite ot tout produit fibré existe, A
une catégorie compléte, et F : C° — A un préfaisceau C a valeurs dans A. Soient
K une un base de topologie de Grothendieck sur C et J la topologie de Grothendieck
engendrée par K. Alors F est un faisceau par rapport a la topologie de Grothendieck
J si et seulement si, pour tout X € C et tout R € K(X), le morphisme canonique
Oy p: F(X)— F(R) (¢f §2.2.6) est un isomorphisme.

Démonstration. — “=": Soient X un objet de C et R un élément de K (X). Soit S
le crible engendré par R (cf. §2.1.1). D’aprés la proposition 2.2.8, le morphisme ®g g :
F(S) — F(R) est un isomorphisme. Si le morphisme canonique ®x ¢ : F'(X) — F(S5)
est un isomorphisme, alors le morphisme canonique ®x r : F(X) — F(R) lest aussi
carona Py p=PsrPx s (voir (2.9)).

“«<=" : Réciproquement, supposons que, pour tout X € C et tout R € K(X), le
morphisme canonique F'(X) — F(R) est un isomorphisme. On montre que F' est un
faisceau pour la topologie J. Soit X un objet de C et S un crible de X qui contient un
élément R € K(X). Par ’hypothése, le morphisme canonique ®x r : FI(X) — F(R)
est un isomorphisme. Dans la suite, on montre que (I);(’lR(I)S)R : F(S) = F(X) est
I'inverse du morphisme canonique ®x g : F'(X) — F(5) (cf. §2.2.3 et §2.2.6 pour les
définitions de ®x g et ®g g respectivement). D’aprés (2.9), on a

(q);(,lR(I)S,R)(I)X,S = (I);(?Rq)X,R = 1px)-
Pour montrer que (I)X,S((I);(}R(I)S,R) = lp(s), il suffit de vérifier que (cf. §2.2.3)
bg = (I)S,fq)X,S((I);(}R(I)S,R)
pour tout (f:Y — X) € S. D’aprés (2.4), on a g ;Px g = F(f) et donc
D5 1 Px,5(Px rPs.r) = F(f)(®x rPs.r)

En outre, comme K est une base de topologie de Grothendieck, il existe R’ € K(Y')
tel que, pour tout h € R, le morphisme composé fh se factorise par au moins un
morphisme dans R (cf. §2.1.7). En d’autres termes, il existe u : W — X dans R et
v:Z — W tels que fh = uv. On a alors

F(WF(f)(2x.p®s.r) = F(fh)(®x rPs.r) = F(0)F(u)(Px 5 Ps.R).
Comme v € R, d’aprés (2.7) on a F(u)cb)_(’lR = ®p,, et donc
F(0)F(u)(®x.p®s.r) = F()®ru®s.r = F(0)®su = Ps.uw = F(h)Ps g,
ou la deuxiéme égalité provient de (2.8), et les troisiéme et derniére égalités pro-
viennent de (2.3). Comme F(h) = ®p/ Py r (cf. (2.7)), on obtient
Sp n @y F(f)(@x' zPs k) = Prn®y,r®s s pour tout h € R,
qui montre que (DY,R/F(f)(<I>;(71R(I>S,R) = &y p®g s. Comme le morphisme canonique

Oy p 2 F(Y) — F(R') est un isomorphisme, on en déduit F(f)((I);(’lR(I)S,R) =dg 4.
Le théoréme est donc démontré. O
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2.3. Catégorie admissible

2.3.1. On dit qu'une catégorie A est admissible si les conditions suivantes sont vé-
rifiées :
(a) toute limite projective existe dans A,

(b) tout limite inductive filtrante existe dans A et préserve les limites projectives
finies,

(¢) Pour tout ensemble non-vide O, toute famille (I,)aco de catégories petites fil-
trantes, et toute famille (F, : I, — A)sco de foncteurs, si on désigne par
I := [[,co Ia la catégorie produit (cf. §1.3.3) (1) et définit F : I — A comme
le foncteur qui envoie (iq)aco sur [[,co Fal(ia), alors le morphisme th —
[loco ligFa induit par la propriété universelle de la limite inductive est un iso-

morphisme.
2.3.2. Proposition. — La catégorie Ens est admissible.
Démonstration. — Dans §1.6.19 on a déja vérifié que la catégorie Ens satisfait aux

conditions (a) et (b) de la définition 2.3.1 (voir la proposition 1.7.4 pour la démonstra-
tion de la condition (b)). Il reste & vérifier la condition (c). Soient (I, )nco une famille
non-vide de catégories petites filtrantes, (Fy, : I, — Ens),ce une famille de foncteur,
I:=]],cola et F : I — Ens le foncteur qui envoie (in)ace € I en [] .o Falia). On
désigne par ¢ : th = Ilaco @Fa I’application induite par la propriété universelle
de la limite inductive.

Montrons que ¢ est une application injective. Soient x et z’ deux éléments de lim F’
tels que p(z) = p(z’). Comme I est une catégorie filtrante, il existe i = (iq)aco € 1
et deux éléments y = (Ya)aco et ¥ = (¥4)aco dans F (i) = [[,cq Falia) tels que z
et x’ soient respectivement les images de y et 3’ dans lim . Comme ¢(x) = p(z’), on
obtient que, pour tout « € O, y, et y/, ont la méme image dans lim F,,. Il existe donc
un morphisme fq : 4o — jo dans I, tel que fo(yo) = fo(yl,). On obtient donc que y
et 3/ ont la méme image dans li_n}F (puisqu’ils ont la méme image dans F((jo)aco))
et donc z = 2.

Montrons que ¢ est une application surjective. Soit £ = (£n)aco un élément de
[T.co @Fa. Pour tout « € O, soient i, € I, et Yy, € Fo(is) tels que &, soit 'image
de y, dans ligFa. Soit « I'image canonique de (Y4 )aco € F((ia)aco) dans hglF On
a alors p(z) = £. L’application ¢ est donc surjective. O

2.3.3. La condition (c) dans la définition 2.3.1 a été introduite dans l'ouvrage de
Kashiwara et Schapira [?] comme propriété (IPC). On renvoie les lecteurs dans §3.1
du loc. cit. pour les détails. Il faut distinguer cette propriété de la commutativité
de la limite inductive filtrante avec un produit. En effet, méme si les catégories I,

1. On peut vérifier que la catégorie I est aussi filtrante.
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s’identifient a la méme catégorie J, en général la limite inductive h_n>’lF n’est pas la
méme chose que la limite inductive des produits ([],c 4 Fa(J))je-

Similairement & §1.7.5, on peut montrer que la catégorie des modéles d’une struc-
ture algébrique admissible est une catégorie admissible.

2.3.4. Proposition. — Soit A une catégorie admissible. Soient I une catégorie
filtrante, F' et G deux foncteur de I dans A et ¢ : F — G un monomorphisme de
foncteurs. Alors le morphisme de h_n)lF dans liﬂG induit par ¢ (via la fonctorialité
de h_ng) est un monomorphisme dans A.

Démonstration. — Comme ¢ est un monomorphisme de foncteurs, le carré

FLF

F——G
©

est cartésien (cf. la proposition 1.6.10). Comme le produit fibré est une limite projec-
tive finie, la condition (b) de §2.3.1 montre que le diagramme

lim /7 lim
e
limg £ i G
est cartésien, ou les fleche ¢ ——— 7 désigne des morphismes d’identités. Par consé-
quent, @@ est un monomorphisme (d’aprés la proposition 1.6.10). O

2.4. Faisceau associé a un préfaisceau

2.4.1. Soient C une catégorie petite et F' : C° — A un préfaisceau sur C a valeurs
dans une catégorie compléte. Soient f : Y — X un morphisme dans C, S un crible de
X et S” un crible de Y contenu dans f*S. Les morphismes

Dg g =F(9)®ss: F(S) — F(Z), ou (Z5Y)e s

induit par la propriété universelle du noyau (cf. §2.2.3) un morphisme de F'(S) dans
F(S’) que l'on note (I)é,s“ Par définition c¢’est 'unique morphisme de F(S) dans F(S’)
tel que

(2.10) <I>S/’g<1>£,s, = &g ¢4 pour tout g € 5"

Dans le cas particulier ou f = 1x est le morphisme d’identité, S’ est un crible contenu
dans S, et @};fs, s’identifie au morphisme ®g g défini dans §2.2.3.
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2.4.2. Lemme. — Soient C une catégorie, F : C° — A un préfaisceau sur C a
valeurs dans une catégorie compléte A, X un objet de C et S un crible de X.

(1) Si f:Y — X est un morphisme dans S et S" est un crible de Y contenu dans
f*S, alors on a

(211) (I)é,S/ - (pY,S’(I)S,ﬂ

(2) Soient f : Y — X un morphisme dans S, S’ un crible de Y contenu dans f*S,
g:Z —Y un morphisme dans S’ et S un crible de Z contenu dans g*S’. Alors

on a
(2.12) ‘I)g/,s”q’é,sv = ‘I’Lfe',qs"
Démonstration. — (1) Pour tout g € T on a

Qg Py 5 Psp = F(g)Ps,y = Ps 1y,

ou la premiére égalité provient de (2.4) et la deuxiéme provient de (2.3). L’égalité
(2.11) résulte donc de 'unicité du morphisme <I>];_’S, qui vérifie (2.10).
(2) D’apres (1) on a

B, 51Dk 5 = Pr50 P g Py P g = B0 F9)Bs s = P50 Ps,pg = DL,

ou les premiére et derniére égalités proviennent de 1'énoncé (1) du lemme, la deuxiéme
égalité résulte de (2.4) et la troisiéme égalité provient de (2.3). O

2.4.3. Soient (C,J) un site et A une catégorie admissible. Soit F' : C° — A un
foncteur. Pour tout objet X € C, ’ensemble J(X) est ordonné par la relation d’inclu-
sion. Comme J(X) est stable par intersection (cf. §2.1.6), on obtient que la catégorie
associée a J(X) est filirante. On désigne par F*(X) la limite inductive
liy F(S),
seJ(x)

o, pour tous cribles S D S, on considére le morphisme ®g g : F(S) — F(S’) défini
dans §2.2.3. Le composé du morphisme canonique F(X) — F(S) (cf. §2.2.2) avec le
morphisme universel F(S) — FT(X) donne un morphisme de F(X) dans FT(X),
qui ne dépend pas du crible S € J(X), appelé morphisme canonique de F(X) dans
FT(X).

Le morphisme CIDQ £4(8) (cf. §2.4.1) composé avec le morphisme universel
F(f*(S)) — F*™(Y) donne un morphisme de F(S) dans FT(Y). Par pas-
sage & la limite inductive par rapport a S € J(X) on obtient un morphisme
F*(f) : FT(X) — F*(Y). On peut vérifier que F* définit en fait un foncteur de
C° dans A. En outre, les morphismes canonique F(X) — FT(X) définissent un
morphisme de foncteurs de F' dans F'*, appelé morphisme canonique de F' dans F'T.
Ce morphisme de foncteur est un isomorphisme lorsque F' est un faisceau puisque
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F(X) — F(S) est un isomorphisme pour tout X € C et tout S € J(X). Par la
propriété universelle de la limite inductive, on obtient une bijection naturelle

(2.13) Nat(F*,G) = Nat(F, G)

qui est fonctorielle en F' € Fon(C°, A)° et G € Fai(C, J, A).

2.4.4. Proposition. — Soient (C,J) un site et A une catégorie admissible. Soit F
un préfaisceau sur C 6 valeurs dans A. Alors le préfaisceau F' est séparé si et seulement
si le morphisme canonique F — F7T est un monomorphisme dans la catégorie de
foncteurs Fon(C°, A).

Démonstration. — Si F est un préfaisceau séparé, pour tout X € C et tout S € J(X),
le morphisme canonique F(X) — F(S) est un monomorphisme. Par passage a la
limite inductive (filtrante), on obtient (d’aprés la proposition 2.3.4) que le morphisme
canonique F(X) — F*(X) est un monomorphisme. On en déduit que le morphisme
canonique F' — FT est un monomorphisme dans la catégorie de foncteurs (cf. la
proposition 1.6.21.(1)).

Réciproquement, si le morphisme canonique ¢ : F' — F* est un monomorphisme
dans la catégorie Fon(C°, A), d’aprés la proposition 1.6.21.(2), px : F(X) — FT(X)
est un monomorphisme pour tout X € C puisque A est une catégorie compléte (la
condition (a) du §2.3.1). Cela montre que, pour tout X € C et tout S € J(X),
le morphisme canonique F(X) — F(S) est un monomorphisme (cf. la proposition
1.2.10). Donc F est un préfaisceau séparé. O

2.4.5. Théoréme. — Soient (C,J) un site et A une catégorie admissible. Le fonc-
teur d’oubli, de la catégorie Fai(C, J, A) des faisceaux sur le site (C,J) a valeurs dans
la catégorie A, dans la catégorie Fon(C°, A) des préfaisceaux sur C & valeurs dans A,
admet un adjoint a gauche a : F+— F?. En d’autres termes, on a une bijection

Nat(F,G) = Nat(F?, G)

qui est fonctorielle en F' € Fon(C°, A)° et G € Fai(C, J, A).

Démonstration. — Soit F' un préfaisceau dans Fon(C°,.A). On montrera que le pré-
faisceau F't construit dans §2.4.3 est séparé et que F'T est un faisceau lorsque F est
lui-méme séparé. Cela implique que F'2 := FT1 est un faisceau, et le résultat provient
donc des bijections fonctorielles

Nat(F?,G) 2 Nat(F*+, Q) = (F,G),

qui sont des conséquences de (2.13).
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Etape 1 : Montrons que FT est un préfaisceau séparé. Soient X un objet de C et
S un crible dans J(X). Il suffit de montrer que le morphisme

= (F*(f)es: FF(X)— [ F*O)
vL4x)es
est un monomorphisme dans A (cf. la proposition 1.2.10.(1)). Si, pour tout morphisme
f Y — X dans S, on se dispose d'un crible Ty € J(Y), alors le crible T' des
morphismes de la forme fg avec f € S et g € Ty appartient & J(X) (cf. §2.1.8). Le
crible T" est contenu dans S. Réciproquement, tout crible 7" contenu dans S peut étre
construit de cette fagon, en prenant Ty = f*(T') pour tout f € S.
Soient

(Ty)pese [ TV

(f:Y—>X)eS
et T ={fglfesS, geTs} e JX). Les morphismes @gny (cf. §2.4.1) induisent un
morphisme dans la catégorie A :

B:F(T)— [ Fy),
vh5xyes
qui est un monomorphisme. En effet, si A est un objet de A et si ¢ et 1 sont deux
morphismes de A dans F(T') tel que S = B, alors on a (d’aprés (2.10))
Or pep = @Tfygq)g’ngo = <I>Tf,g<1>g’wa = @7 r49 pour tout f € S et tout g € 1.

Cela montre que @7 p = Op 1 pour tout h € T et donc ¢ = 9 (cf. §2.2.3).

En prenant la limite inductive filtrante par rapport a
(Tr)pes € J[ TV,
(vhxyes
on obtient de la condition (c¢) de la définition 2.3.1 que le morphisme canonique
Frx)— [ Frv
v4x)es
est un monomorphisme.
Etape 2 : Il reste a vérifier que, si F est un préfaisceau séparé, alors F™ est un
faisceau. Montrons que, si X est un objet de C et si S est un crible dans J(X), alors

le morphisme canonique F*(X) — F1(S) est un isomorphisme, autrement dit, le
diagramme

+ ¢ + L +
(2.14) Frx)—= [ F W) —= II II7 =
(WI)X)ES (v4%x)es z5y

identifie F*(X) au noyau de p; et pa, ot ¢ = (FT(f))ses, et les morphismes p; et
po sont définis dans §2.2.2.
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Soient
(Tr)rese [ 7O
(f:iY—>X)es
et T ={fg|fesS geTrteJX). Pour (u:Y - X)eSetv:Z =Y, soit

T :=Tuw NV*T, € J(2).

Montrons que le diagramme

(2.15) FT) > ] F(Tf)::;; I IIFT..)

(WLX)GS (vy4x)es z5y
identifie F'(T") au noyau de 71 et r2, ou ¥ = (¢f)res avec (cf. §2.4.1)
by = O, F(T) — F(Ty),
r1 est induit par

(pTu,mTu,,u Pryy H F(Tf) — F(TUU) — F(Tuﬂ,),

wixes

et ro est induit par
o v, [ F(Ty) — F(Tw) — F(Tu).
whxyes
Montrons d’abord que 719 = r9tp. Pour tout u : ¥ — X dans S et tout morphisme
v:Z —Y dans C, on a (d’aprés (2.12))

@7, 10 Yuo = @1, 1., P71, = P10, ,
et
(I)UTT Yu = ‘I’%l,,n,,,,@%,n = %’UT
Soient A € Aetn=(ny) : A— [[;cs F(Ty) un morphisme dans A tel que 717 = a1,

c’est-a-dire que

(2.16) &

o T o = @, 1, T POUr u € S et v composable avec u.

Pour tout (h: Z — X) € T qui se décompose comme h = uv avec (u: U — X) € S
et (v: Z —U) € T,, on définit un morphisme 7, := @7, 1, de A dans F(Z). Cette
définition ne dépend pas du choix de la décomposition de h. En effet, si h = fg est

une autre décomposition avec (f:Y — X) e Set (¢9: Z —-U’') € Ty,on a
21,077, P10 = P, 1, 01y, e = P T 0Ty, R, T T
=®p, , 70T, Pl Tu s v = Py T Ty Tuw = P, T Ty, T
=@z 1, .15, Py 9Ny,

ou la premiére égalité provient de (2.11), les deuxiéme et quatriéme proviennent de
(2.12), la troisiéme provient de (2.16), la cinquiéme provient du fait que uwv = h
et la derniére repose sur la symétrie de la formule par rapport aux décompositions
uwv = h = fg. Comme le préfaisceau F' est supposé étre séparé et comme T, , N T 4
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est un crible dans J(Z), on obtient que ®z 1, ,A1;, est un monomorphisme et donc

P, 0l = (I)Tfagnf'
Sih':Z' — Z est un morphisme dans C, alors on a

F(h/)ﬁh - F(h/)(DTu,vnu - q)Tu,vh/nu - ﬁhh’a

ou la deuxiéme égalité provient de (2.3). On obtient donc l'existence d’un unique
morphisme 77 : A — F(T) tel que &7 7 = 7, pour tout h € T. Clest donc aussi
I’'unique morphisme tel que (I)%Tfﬁ = 1y pour tout f € S. On a donc montré que le
diagramme (2.15) identifie ¢ au noyau de (ry,72).

En prenant la limite inductive par rapport a (T})secs dans le diagramme (2.15),
on obtient le diagramme suivant (ot on utilise la condition (¢) de I'admissibilité de la
catégorie A)

P i .
Fr *
(X) - H F (W) *Jr) h%m H H F(Tv,u) y
wixyes T2 (Tf)res (v%x)es z3y

qui identifie 9 au noyau de (r]",73). Le morphisme ¥* est en outre égal au mor-
phisme ¢ dans le diagramme (2.14). Comme F est un préfaisceau séparé, le morphisme
canonique de foncteurs F' — FT est un monomorphisme. Donc F(T,, ) = F*(T,.)
est aussi un monomorphisme. On en déduit, par la proposition 1.2.10, que le mor-
phisme canonique F(T,,) — F*(Z) est un monomorphisme pour tout (u : Y —
X) € S et tout morphisme v : Z — Y. Cela montre que le morphisme canonique

Aoolim o [ [[FPTwe) — II I F'@

(Tf)res (vy3x)es z5y (vyAx)es z5y

est un monomorphisme car toute limite inductive filtrante préserve les monomor-
phismes. On a en outre A" = p; (i € {1,2}), ot p1 et pa sont comme dans le dia-
gramme (2.14). On en déduit que ¢ est le noyau de (p1,p2) = (Ar], Ary) puisque A
est un monomorphisme (cf. la proposition 3.1.3). Le théoréme est donc démontré. O

2.4.6. Soient (C,J) un site et A une catégorie admissible. Soit w : Fai(C, J, A) —
Fon(C°, A) le foncteur d’oubli. Si I est une catégorie petite et (F;);er est un fonc-
teur de I dans la catégorie des faisceaux Fai(C, J,.A), alors la limite projective de
(w(F;))ier dans la catégorie de foncteurs Fon(C®, A) est un faisceau sur (C,J) a va-
leurs dans A. Cela provient du fait que les limites projectives préservent les noyaux
(cf. §1.8.4). On en déduit que la limite projective de (w(F;));c; dans la catégorie
de foncteurs Fon(C®, A) s’identifie & la limite projective de (F;);e; dans la catégo-
rie de faisceaux Fai(C, J, A). En particulier, la catégorie de faisceaux Fai(C, J, A) est
compléte.
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2.4.7. Soient I une catégorie petite filtrante et (F});cr un foncteur de I dans la caté-
gorie de faisceaux Fai(C, J, A). Comme A est une catégorie admissible, tout foncteur
de I dans A admet une limite inductive, et le foncteur limy Fon(I, A) — A préserve
toute limite projective finie. On en déduit que la limite inductive de (w(F;));er dans la
catégorie de foncteurs Fon(C®, A) est un faisceau, et donc s’identifie & la limite induc-
tive (F};);er dans la catégorie de faisceaux Fai(C, J, A). En outre, le foncteur de limite
inductive lim : Fon(/,Fai(C, J, A)) — Fai(C, J, A) préserve les limites projectives
finie.

2.4.8. Soit I une catégorie petite (non-nécessairement filtrante). On suppose que
tout foncteur de I dans A admet une limite inductive. Si (F});e; est un foncteur
de I dans Fai(C, J, A) et si G est un faisceau sur (C,J) & valeurs dans A, on a des

isomorphismes fonctoriels
FOIl(I, Fal(c’ J? A))((Fl)l€lv AG) = FOII(I, FOD(CO, A))((w(Fz))zGIa Aw(G))
= Fon(CO,A)(ligw(Fi),w(G)) =~ Fai(C, J, A)(a(ligw(Fi)), Q).

Cela montre que le foncteur (F;);c; admet une limite inductive, qui est le faisceau
associé au préfaisceau limite inductive lim w(F;).

2.5. Espaces annelés

2.5.1. Catégorie associé & un espace topologique. — Si X est un espace to-
pologique, on désigne par Tx la topologie de X, c’est-a-dire ’ensemble des parties
ouvertes dans X. On la considére comme une catégorie telle que, pour tout couple
(V,U) de parties ouvertes de X, ensemble des morphismes de V' vers U est un single-
ton si V est contenu dans U, et est ’ensemble vide sinon. La composition est définie
de fagon naturelle. Si U, V et W sont des parties ouvertes telles que W C V C U,
alors I’application de composition envoie I'unique élément de Tx (W, V) x Tx(V,U)
en l'unique élément de Tx (W, U).

2.5.2. Définition. — Soient X un espace topologique et A une catégorie. On ap-
pelle préfaisceau sur X & valeur dans A tout foncteur de la catégorie 7¢ dans A.
Si F est un préfaisceau sur X a valeur dans A, pour tout couple (V,U) de parties
ouvertes de X telles que V' C U, on utilise 'expression |y pour désigner le morphisme
de F(U) dans F(V') défini par le foncteur F. Si F; et F» sont deux préfaisceaux sur
X, on appelle morphisme de F; dans F» tout morphisme de foncteurs F vers Fy. Les
préfaisceaux sur X a valeurs dans A et les morphismes de préfaisceaux forment ainsi
une catégorie, qui s’identifie a la catégorie de foncteurs Fon(72, A).

Comme ce que l'on a vu dans le sous-paragraphe précédent, notamment dans
Pexemple 2.1.11, si pour tout ouvert U de X on désigne par K(U) 'ensemble des
recouvrements ouverts de U, alors K devient une base de topologie de Grothendieck
sur 7x. Dans le cas ol A est une catégorie compléte, on dit qu'un foncteur F': 79 — A
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est un faisceau sur X a valeur dans A s’il est un faisceau par rapport a la topologie
de Grothendieck engendrée par cette base de topologie de Grothendieck. On voit aus-
sitot du théoréme 2.2.9 qu’un préfaisceau F': T — A est un faisceau si et seulement
si, pour toute partie ouvert U de X et tout recouvrement ouvert (U;);c; de U, le
diagramme suivant identifie ¢ au noyau de (q1,¢2) :

v)—=][Fw. Z-H I Fwnuw).
iel (j,k)eI?

.)ier et g1 et g2 sont induits par (|u;nv, ) pr; et (|u,nv, ) pry, respectivement,

ot = (
et

v [[F(U) = FUy), (el

i€l
sont des morphismes universels. On désigne par Fai(X, .A) la sous-catégorie pleine de
Fon(7y, A) des faisceaux sur X a valeurs dans A.

2.5.3. Proposition. — On suppose que la catégorie A est admissible (cf. la défini-
tion 2.3.1). Alors le foncteur d’oublie w : Fai(X, A) — Fon(Ty, A) admet un adjoint
a gauche a: F — F?,

Démonstration. — Ce résultat est un cas particulier du théoréme 2.2.9. O

2.5.4. Image directe. — Soient X et Y deux espaces topologiques et f: X — Y
une application continue. Si F' est un préfaisceau sur X & valeur dans une catégorie A,
on construit un préfaisceau f.(F) sur Y telle que f.(F)(U) = F(f~*(U)) pour toute
partie ouverte U de Y. Le préfaisceau f.(F) est appelé I'image directe du préfaisceau
F par l'application continue f. Cette construction est fonctorielle : f, définit un
foncteur de Fon(72,.A) dans Fon(72,.A).

2.5.5. Proposition. — Soient X et Y deux espace topologique et f : X — Y
une application continue. Soit A une catégorie admissible. Alors le foncteur f, :
Fai(X, A) — Fon(T2, A) admet un adjoint & gauche f~1.

Démonstration. — Soit G un préfaisceau sur Y. On définit un préfaisceau f7(G) tel
que, pour tout ouvert U de X,
o) = 1w gow),
WDe((U)

ou W parcourt I’ensemble des ouverts de Y contenant f(U). On désigne par f~1(G) le
faisceau associé a ce préfaisceau. Ainsi on définit un foncteur f~! de Fon(7y, A) dans
Fai(X, A) tel que f~! = aff. On a des isomorphismes fonctoriels en F' € Fai(X, A)
en G € Fon(T7y, A)° :

Nat(f~1(@), F) = Nat(f1(G), F) = Nat(G, f.(F)),
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ol le premier isomorphisme provient de ’adjonction entre le foncteur a et le foncteur
d’oubli de Fai(X, A) dans Fon(7g,.A), et le deuxiéme isomorphisme résulte de la
propriété universelle de la limite inductive. L’énoncé est donc démontré. O

2.5.6. Définition. — Soit f : X — Y une application continue d’espaces topolo-
giques. Pour tout préfaisceau G sur Y a valeurs dans une catégorie admissible A, le
faisceau f~1(G) est appelé image inverse de G par f. Si X est un sous-ensemble de
Y et si f est I'application d’inclusion, le faisceau f~!(G) est aussi noté G|y, appelé
la restriction du faisceau G & X.

On suppose que l'espace X se réduit & un point y de Y et f : {y} — Y est
I’application d’inclusion. Si F' est un préfaisceau sur X & valeurs dans une catégorie
admissible A, on désigne par F), le faisceau f ~L1(F), considéré comme un objet dans
A. Par définition, on a

ou U parcourt 'ensemble des ouverts de Y contenant y.

2.5.7. Remarque. — Soient f: X — Y et g: Y — Z deux applications continues
d’espaces topologiques. Si F' est un préfaisceau sur X a valeurs dans une catégorie
admissible A, alors on a (gf)«(F) = g«(f«(F)). Par I'adjonction entre 'image directe
et 'image inverse, on obtient que, pour tout préfaisceau G sur Z a valeurs dans A,
(9f)~Y(G) est canoniquement isomorphe & f~1(g~!(G)). En particulier, si X est un
espace topologique et si F est un préfaisceau sur X & valeurs dans A, alors pour tout
x € X on a F2 2 F,. En effet, si on note j Papplication d’inclusion de {z} dans X,
alors

F, =i Y (F) = (1xj) "' (F) 2 j Y154 (F)) = j~Y(F*) = F.

x

2.6. Espaces annelés et localement annelés

2.6.1. Définition. — On appelle espace annelé tout espace topologique X muni
d’un faisceau d’anneaux Ox (c’est-a-~dire faisceau sur X a valeurs dans la catégorie des
anneaux). S'il n’y a pas d’ambiguité sur le faisceau d’anneaux, on utilise 'expression
désignant l'espace topologique sous-jacent & ’espace annelé pour représenter toute la
donnée de I'espace annelé. Par exemple, I’espace annelé (X, Ox) est simplement noté
comme X s’il n’y a pas d’ambiguité sur le faisceau d’anneaux Ox.

2.6.2. Morphisme d’espaces annelés. — Soient X et Y deux espaces annelés.
On appelle morphisme de X dans Y toute application continue f : X — Y munie
d’un morphisme de faisceaux

f*:0y — £.0x.
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Si X,Y et Z sont trois espaces annelés, et si (f, f#): X — Y et (g,97):Y — Z sont
des morphismes, on définit le composé de (g,97) et (f, f#) comme (gf, g% g.(f7)).
Ainsi les espaces annelés et les morphismes d’espaces annelés forment une catégorie
que l'on note Ea.

2.6.3. Soient f : X — Y un morphisme d’espace annelé, z € X et y = f(z). On
désigne par j, : {z} — X et j, : {y} = Y les applications d’inclusion. Par I’adjonction
entre les foncteurs f, et f~!, le morphisme f# : Oy — f.Ox de faisceaux sur YV
correspond & un morphisme fz : f~'O0y — Ox de faisceaux sur X. On obtient alors
un homomorphisme d’anneaux

Jo H(f) 2 da (7 HOy)) 25, Oy = Oy, — j, 1(Ox) = Ox e

2.6.4. On rappelle qu'un idéal m d’un anneau A est dit mazimal si 'anneau quotient
A/m est un corps (i.e. 0 # 1 et tout élément non-nul est inversible). On dit qu’un
anneau A est local s’il admet un et un seul idéal maximal. Si A est un anneau local
et si m est son idéal maximal, le corps A/m est appelé le corps résiduel de A.

2.6.5. Proposition. — Soient A un anneau local et m son idéal mazximal. Tout
élément de A\ m est inversible.

Démonstration. — Montrons la contraposition de I’énoncé de la proposition. Soit a
un élément non-inversible de A. L’idéal (a) engendré par a est strictement contenu
dans A, donc est contenu dans l'unique idéal maximal de A. En particulier, on a
a €m. O

2.6.6. Si A et B sont deux anneaux locaux, on appelle homomorphisme local de A
vers B tout homomorphisme d’anneaux de A dans B qui envoie 'idéal maximal de A
dans celui de B. Ainsi un homomorphisme local de A dans B induit par passage aux
quotients un homomorphisme du corps résiduel de A dans celui de B.

2.6.7. Soit X un espace annelé. Si, pour tout € X, 'anneau Ox , est local, on dit
que (X, Ox) est un espace localement annelé.

Soient X et Y deux espaces localement annelés. On appelle morphisme d’espace
localement annelés tout morphisme d’espaces annelés f de X dans Y qui induit (cf.
§2.6.3), pour chaque € X, un homomorphisme local de Oy, f(,) dans Ox .. Les
espaces localement annelés et les morphismes d’espaces localement annelés forment
une catégorie que 'on note comme Ela. C’est une sous-catégorie (non pleine) de la
catégorie Ea des espaces annelés.

Soit X un espace localement annelé. Pour tout point z € X, on désigne par x(x)
le corps résiduel de I’anneau local Ox ,. Si U un ouvert de X et s est un élément
de Ox(U), pour tout point € U, on désigne par s, 'image canonique de s dans
lanneau local Ox ,, et par s(z) 'image canonique de s dans le corps résiduel x(z).
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2.6.8. Proposition. — Soient X un espace localement annelé, U un ouvert de X
et s € Ox(U). Alors l’ensemble

D(s) :={x e U|s(z) # 0}

est un sous-ensemble ouvert de X. En outre, s|D(S) est un €lément inversible de

Ox(D(s))-

Démonstration. — Soit = un élément de D(s). Comme Ox , est un anneau local, la
condition s(z) # 0 montre que s, est inversible (cf. la proposition 2.6.5). Comme
Oxo = lim, _ Ox (V), il existe un voisinage ouvert V de x, contenu dans U, et un
élement t € Ox (V) tel que s;l = t,. Comme s,t, = 1, il existe un un voisinage
ouvert W de z, contenu dans V, tel que s|wt|w = 1. Cela implique que W C D(s)
car on a syt, = 1 pour tout y € W. En outre, en variant le point € D(s), par
ce procédé on obtient un recouvrement ouvert (W;)zep(s) de D(s) tel que sy, soit
inversible dans Ox (W,). Si = et y sont deux points de D(s), on a

(slw,) " Hw,rw, = (slw,) ™ wanw,

car ils sont tous l'inverse de s|w,nw,. Comme Ox est un faisceau, on obtient donc
un unique élément ¢t € Ox (D(s)) tel que t|w, = sh}}r pour tout x € D(s). L’élément
t est donc I'inverse de s dans 'anneau Ox (D(s)). O

2.7. Spectre premier d’un anneau

Dans ce paragraphe, tout anneau est supposé étre commutatif et unifére.

2.7.1. Spectre premier. — Soit A un anneau. On dit que d’un idéal p de A est
premier si I’ anneau quotient A/p est intégre (i.e. les élément d’unité et nul sont
différents, et le produit de deux éléments non-nuls reste encore non-nul). On désigne
par Spec(A) I'ensemble des idéaux premiers de A, appelé le spectre premier de A.

On convient que, dans un anneau intégre, I’élément nul et 1’élément unité ne sont
pas égaux. Par conséquent, quand on parle d’'un idéal premier, on exclut 1’idéal qui
s’identifie & ’anneau lui-méme. En particulier, si A est "anneau nul (i.e. les éléments
unité et neutre de A sont identiques), alors le spectre de A est 'ensemble vide.

Par définition, un idéal p de A est premier si et seulement si ’ensemble A \ p est
une famille multiplicative de A, autrement dit, A \ p contient I’élément unité et est
stable par multiplication.

2.7.2. Fonctorialité du spectre premier. — Soit f : A — B un morphisme
d’anneaux. Si q est un idéal de B, alors f~1(q) est le noyau de I’homomorphisme
d’anneaux composé

A4f>B4Tr>B/q.
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Ainsi f induit par passage au quotient un homomorphisme injectif d’anneaux de
A/f~1(q) dans B/q. En particulier, si B/q est un anneau intégre, alors il en est de
méme de A/f~1(q). Cela montre que q — f~1(q) définit une application de Spec(B)
vers Spec(A) que 'on notera comme “f (la réciproque de f).

Les propriétés élémentaires de la correspondance réciproque montre que,

(1) si f est le morphisme d’identité d’un anneau A, alors "f est I'application d’identité
de Spec(A) dans lui méme,

(2) si f et g sont deux morphismes d’anneaux composables, alors on a "(go f) = "fo'g.

Ainsi le procédé d’associer a un anneau A son spectre Spec(A4) et & un morphisme
d’anneaux f l'application "f définit un foncteur de la catégorie opposée des anneaux
An° dans la catégorie des ensembles.

2.7.3. Proposition. — Soit f : A — B un morphisme d’anneauzr qui est surjectif,
alors Uapplication "f : Spec(B) — Spec(A) est injective.

Démonstration. — Comme f est une application surjective, si q; et go sont deux
idéaux distincts (ou plus généralement deux sous-ensembles distincts) de B, alors on
a f~4q1) # f1(q2). Le résultat est donc démontré. O

2.7.4. Définition. — Soient A un anneau et a un idéal de A. On désigne par V (a)
I'image de Spec(A/a) dans Spec(A) par lapplication injective "r (voir la proposition
2.7.3 pour linjectivité), oun m : A — A/a est 'homomorphisme de projection. En
d’autres termes, un idéal premier p de A est dans V(a) si et seulement si p D a. Par
définition, V' ({0}) = Spec(A4) et V(A) = 2.

2.7.5. Proposition. — Soient a et b deux idéaur de A. Si a C b, alors V(b) C
V(a).

Démonstration. — Comme a C b, tout idéal premier de A contenant b contient né-
cessairement a. Le proposition est donc démontrée. O]
2.7.6. Proposition. — Soit A un anneau.

(1) Sia etb sont deuz idéaux de A, alors® V(a) UV (b) = V(ab), ot ab est l'idéal
de A engendré par {zy |z € a, y € b}.

(2) Si(a;)icr est une famille d’idéauz de A et si a est la somme des a; (c’est-a-dire
Vintersection de tous les idéaux contenant | J;c; a;), alors on a V(a) = (;c; V(aq).

2. On peut montrer que I'égalité V(a) UV (b) = V(aNb) est aussi vérifiée. La démonstration est

trés similaire.
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Démonstration. — (1) D’aprés la proposition 2.7.5, on a V(ab) D V(a) U V(b). 1l
suffit donc de vérifier V(ab) C V(a) U V(b). Soit p un idéal premier de A contenant
ab. S’il ne contient ni a ni b, alors il existe deux éléments = et y de A qui sont dans
a\p et b\ p respectivement. On a alors zy € ab. Cependant, comme p est un idéal
premier, on a zy ¢ p. Cela est absurde car ab C p.

(2) Un idéal premier p de A contient a si et seulement s’il contient tous les idéaux
a;. L’énoncé est donc vrai. O

2.7.7. Définition. — La proposition 2.7.6 et les relations V({0}) = Spec(A) et
V(A) = @ montrent que la famille des D(a) := V(a)° ot a parcourt ’ensemble des
idéaux de A forment une topologie sur I’ensemble Spec A. On 'appelle la topologie de
Zariski sur Spec(A).

Sia = Af est un idéal principal de A, on utilise 'expression D(f) pour désigner
Pouvert D(a) de Spec(A). Les ensembles de la forme D(f), f € A forment une base
de topologie de Spec(A). En effet, si a est un idéal de A, par la proposition 2.7.6 on
obtient que V(a) = ;. V(Af) et donc D(a) = Usc 4 D(f).

2.7.8. Soient A un anneau et p un idéal premier de A. L’adhérence de {p} pour la
topologie de Zariski dans Spec A est V(p). En particulier, p est un idéal maximal si et
seulement si V(p) = {p}, ou de fagon équivalente, p est un point fermé dans Spec A.

2.7.9. Proposition. — Soient f : A — B un morphisme d’anneaux. L’application
"f : Spec(B) — Spec(A) est continue par rapport aux topologies de Zariski sur Spec(A)
et Spec(B) respectivement.

Démonstration. — Soit a un idéal de A. On a ("f)~1(V(a)) = V(f(a)B) car un idéal
premier q de B contient f(a)B si et seulement si "f(q) D a, d’ou le résultat. O

2.7.10. Localisation. — Soient A un anneau et S une partie de A. On dit que S est
une famille multiplicative de Asi 1 € S et si S est stable par la multiplication. On voit
aussitot que, si p est un idéal premier de A, alors A \ p est une famille multiplicative
de A.

Etant donnés un anneau A et une famille multiplicative S de A, on peut considérer
S comme une catégorie petite dont I’ensemble des objets est S. Si s et ¢ sont deux
éléement de S, ’'ensemble Homg(s,t) consiste des éléments u € S tels que t = su. La
composition des fleches provient de la loi de multiplication de 'anneau A : si 7, s et
t sont trois éléments de S et u, v sont deux éléments de S tels que s = ru et t = sv,
alors la loi de composition

Homg(r, s) x Homg(s,t) — Homg(r,t)
envoie (u,v) en uv. Si (r,s) est un couple d’éléments de S, alors r ——=rs et

r . . u N
s —rs sont des morphismes vers rs. En outre, si r —= s sont deux fléches
v
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paralléles, alors s — s est une fléche telle que 7 o u = r o v dans la catégorie
S. Cela montre que la catégorie S est filtrante. Si M est un A-module, on définit un
foncteur Fs ar de la catégorie S vers celle des A-modules qui envoie tout élément de

S en M et envoie toute fleche ¥ —== s en I’homothétic u : M — M. Le procédé
d’associer & tout A-module M le foncteur Fg p; définit un foncteur de la catégorie
A-Mod des A-modules vers la catégorie des foncteurs Fon(S, A-Mod).

Soient A un anneau, S une famille multiplicative de A et M un A-module. On
désigne par S™'M ou M[S~!] la limite inductive du foncteur Fg s, appelée la loca-
lisation de M par rapport a S. On appelle homomorphisme canonique de M dans
S~1M le morphisme universel de M = Fg /(1) dans @FS,M.

Le procédé d’associer a tout A-module M sa localisation S~'M définit un foncteur
de la catégorie des A-modules dans lui-méme.

2.7.11. Proposition. — Soient A un anneau et S une famille multiplicative de A.
Le foncteur S~! : A-Mod — A-Mod préserve les limites inductives et les limites
projectives finies.

Démonstration. — On désinge par Fg le foncteur de A-Mod dans la catégorie des
foncteurs Fon(S, A-Mod) qui envoie chaque A-module M en le foncteur Fg pr. Le
foncteur S~ s’écrit donc comme le foncteur composé hg oFs. Le foncteur Fs duplique
les modules et morphismes, donc préserve les limites inductives et projectives. Enfin,
comme S est une catégorie filtrante, le foncteur hgl : Fon(S, A-Mod) préserve les
limites inductives et les limites projectives finies. Le résultat est donc achevé. O

2.7.12. Proposition. — Soient A un anneau, S une famille multiplicative de A et
M et N deux A-modules. Alors ST*M®a N est naturellement isomorphe & S™*(M ® 4
N).

Démonstration. — Le foncteur ® 4N de A-Mod dans lui-méme admet un adjoint &
droite (cf. Pexemple 1.8.2.(b)), donc préserve les limites inductives. En particulier, il
préserve les localisations. O

2.7.13. Construction explicite de la localisation. — 1l est utile de préciser la
construction de la localisation. Soient A un anneau, S une famille multiplicative de A
et M un A-module. Le module S~'M s’écrit comme 1’ensemble des quotients formels
x/s avec s € S et x € M, modulo la relation d’équivalence suivante :

(2.17) gfv%(:}HuES, u(te — sy) = 0.

Par abus de notation, on utilise encore I’expression /s pour désigner sa classe d’équi-
valence dans l’espace quotient S~1M. Les lois d’addition et de multiplication par un
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scalaire sont définies de facon naturelle :

t
Vs, te S, x,y € M, E+Q: x—|—sy’
s t st
Vace A seS, zeM 022
s s

L’homomorphisme naturel de M vers S™1M envoie x € M en la classe de x/1. On
voit aussitot que S~1M réduit au module nul dés que S contient un annihilateur )
de M. Dans le cas particulier oit M est I’anneau A, le A-module S~'A admet une
structure d’anneau commutatif, dont la loi de multiplication est

g-éza—b, a,be A, s,teS.

st st
En outre, ’homomorphisme naturel de A vers S~!A est en fait un morphisme d’an-
neaux. D’aprés la proposition 2.7.12, on obtient S™'M = S~'A ®4 M pour tout
A-module M.

Dans le cas particulier ot 'anneau A est intégre et S ne contient pas 1’élément

neutre, la relation d’équivalence définissant la localisation S~!A se simplifie comme

gfw?(:)tb—sazo.
S t

(2.18)
On est donc dans une situation similaire & la construction des nombres rationnels &
partir de 'anneau des entiers naturels. On obtient ainsi le résultat suivant :

2.7.14. Proposition. — S5i A est un anneau intégre et si S est une famille multi-
plicative de A qui ne contient pas 0, alors ST1A est aussi un anneau intégre.

Démonstration. — Larelation (2.18) montre que les éléments unité et neutre de S~ A
sont différents. Soient a/s et b/t deux éléments de S~1 A tels que (a/s)-(b/t) = ab/st =
0. D’aprés (2.18) on obtient ab = 0, qui implique a =0 ou b = 0. On a alors a/s =0
ou b/t = 0. Cela montre que S~ A est un anneau intégre. O

2.7.15. Théoréme. — Soient A un anneau et S une famille multiplicative de A.
On désigne par f : A — S™LA I’homomorphisme qui envoie a € A en a/1. Alors
lapplication continue "f : Spec(S~*A) — Spec(A) est injective et définit un homéo-
morphisme entre Spec(S™A) et son image dans Spec(A), qui s’identifie a [’ensemble
des p € Spec A qui ne rencontrent pas S.

3. On dit qu’un élément a € A est un annthilateur de M si la relation ax = 0 est vérifiée pour
tout élément x € M.
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2.7.16. Lemme. — On garde les notations du théoréeme. Si I est un idéal de S™'A
et sia= f~1(I), alors I = S™1a.

Démonstration. — Comme le foncteur S~! préserve les limites projectives finies, par
la proposition 2.3.4 on obtient que S~'a est un sous-S~!A-module de S~1A (c’est-a-
dire un idéal de S~1A). On a nécessairement S~'a C I car

a={a€Ala/l €I}

Réciproquement, si a/s est un élément de I, alors on a a € a puisque a/1 = (a/s) -
(s/1) € I. On obtient donc a/s € S~ta, d’'out I C S~ a. O

Démonstration du théoréme 2.7.15. — D’aprés la proposition 2.7.11, on a
STIA/STIp = STHA/p) = ST (A)p),

ot S désigne I'image de S dans A/p. La proposition 2.7.14 montre que S~1p est un
idéal premier de S~ A lorsque S Np = @. Dans le cas contraire, on a S~'p = S~ A.

On désigne par %(S) la partie de Spec(A) des idéaux premiers p vérifiant la condi-
tion S Np = @. Le raisonnement au-dessus montre que p —+ S~ 'p définit une appli-
cation de (S) vers Spec(S~1A) que I'on note comme ¢. D’aprés le lemme 2.7.16,
I'application composée ¢ o "f est application d’identité de Spec(S—1A).

Si p est un idéal premier de A, f=1(S~1p) est I'idéal de A qui consisite des éléments
a € A tels que a/1 € S™1 A puisse s’écrire sous la forme b/s avec b € p et s € S. Cette
condition implique que a € p car S Np = @. Cela montre que "f(S~'p) = p lorsque
p € X(S). L’application composée "f o ¢ est donc 'application d’identité de X(S).
Ainsi "f définit une bijection de Spec(S~1A) vers son image, qui s’identifie & 3(S5).

Pour montrer que "f définit un homeomorphisme de Spec(S~1A) vers £(S) (muni
de la topologie induite), il suffit de vérifier que "f est une application fermée. Pour cela
on considére un idéal I de S~ A. D’aprés le lemme 2.7.16, on obtient que I = S~™'a, ou
a = f~1(I). Tout idéal premier 8 € Spec(S—1A) contient I si et seulement si "f () D
a. En effet, si P D I, alors on a "f(P) = f~1(P) D f~1(I) = a. Réciproquement, si
"F(P) D a, alors P = STH"F(P)) D S~ (a) = I. On obtient donc "f(V(I)) = V(a).
Le résultat est ainsi démontré. O

2.7.17. Corollaire. — Sip est un idéal premier d’un anneau A et si S est la famille
multiplicative A\ {p}, alors STt A est un anneau local.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2.7.15, l'espace Spec(S~!A) est homéo-
morphe au sous-ensemble 3(5) de Spec A des idéaux premiers contenu dans p. Donc
S~1p est le seul point fermé de Spec(S—1A) (cf. §2.7.8), d’ott S~'A admet un unique
idéal maximal. O
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2.7.18. Soit A un anneau. On définit dans ce sous-paragraphe un faisceau d’anneaux
sur Spec(A) de sorte que Spec(A) devienne un espace localement annelé. On démontre
ensuite que le spectre premier définit en fait un foncteur pleinement fidéle de la
catégorie opposée des anneaux dans la catégorie des espaces localement annelés.

Si U est un ouvert de Spec(A), on désigne par Sy l’ensemble

AN b

pelU

C’est une famille multiplicative de A. Si U et U’ sont deux sous-ensembles ouverts de
Spec(A) tels que U C U’, alors on a Sy C Sy. La propriété universelle de la limite
inductive induit un homomorphisme d’anneaux de S’[},IA dans SalA, AinsiU — S, |
deéfinit un préfaisceau d’anneaux sur I’espace topologique Spec(A) que 'on note Pf 4.
On désigne par A le faisceau d’anneaux associé au préfaisceau Pf4 : U — S, LA,

2.7.19. Proposition. — Pour tout anneau A, le couple (Spec(A), A) est un espace
localement annelé.

Démonstration. — Soit p un idéal premier de A. Par définition, ﬁp s’identifie a

limg,,_Si'A. On a

(2.19) U So=A4\p.

Usp

En effet, par définition on a Sy C A\ p lorsque p € U. Réciproquement, si f est
un élément de A\ p, alors p & V(Af). Soit U = Spec A\ V(Af). Pour tout idéal
premier q dans U, on a f € q. Donc f € Sy. On déduit donc de la relation (2.19) que
,Zp > A, = (A\ p)~'A, qui est un anneau local (voir le corollaire 2.7.17). O

2.7.20. La correspondance A +— (Spec(A), A) définit un foncteur de la catégorie
opposée des anneaux An° dans la catégorie Ela des espaces localement annelés. En
effet, si ¢ : A — B est un homomorphisme d’anneaux et si U est un ouvert de
Spec(A), alors on a ¢(s) € Sn,-1(yy pour tout s € Sy. En effet, si ¢(s) & Sr,-11),
alors il existe un idéal premier q de B tel que ¢~ '(q) € U et que ¢(s) € q. On en

déduit que s € Sy car s € p~1(q). La propriété universelle de limite inductive induit
-1

. . . .TLP?l(U)
fonctorielle en U et définit un morphisme de préfaisceaux d’anneaux de Pf, dans

alors un homomorphisme d’anneaux de S;; 1A dans S B. Cette construction est
"o« (Pfp). La composée de ce morphisme avec le morphisme canonique "p,(Pfg) —
"o« (B) induit un morphisme de faisceaux A — "p.(B). En outre, si q est un idéal
premier de B et p = "p(q), alors 'homomorphisme ¢4 : A, — By est local car il
envoie pA, dans p(p)By C qB,.
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2.7.21. Théoréme. — Le foncteur Spec de la catégorie opposée des anneauxr An°
dans la catégorie Ela des espaces localement annelés est adjoint a droite du fonc-
teur qui envoie chaque espace localement annelé X sur lanneau Ox(X). En d’autre
termes, on a une bijection

Ela(X,Spec A) — An(A, Ox (X))
qui est fonctorielle en X € Ela® et A € An°.
Démonstration. — Soient X un espace localement annelé, A un anneau et ® : X —
Spec A un morphisme d’espace localement annelé. Le morphisme de faisceaux d’an-

neaux ®# : A — &,(Oyx) induit un homomorphisme d’anneaux A — Ox(X). On
obtient ainsi une application qui est fonctoriel en X et en A

Ela(X,Spec A) — An(A,0x(X)) = An°(Ox(X), A).

Réciproquement, étant donné un homomorphisme d’anneaux ¢ : A — Ox (X), on
considére I'application g : X — Spec A qui envoie € X en le noyau de ’homomor-
phisme composé

A — Ox(X) — Ox . /my,,

ou m, est I'unique idéal maximal de Ox ;. Si a est un idéal de A, alors g(z) € D(a)
si et seulement §'il existe f € a tel que ¢(f)(x) # 0. Cela montre que

g (D) = [ D(s())

f€a

est un ouvert. Donc g est une application continue. En outre, ’homomorphisme com-
posé

A2 0x(X) ——= Ox(g~(D(a))

se factorise de fagon unique par S(a)~!A. On obtient donc un morphisme du préfais-
ceau D(a) — S(a)~'A vers g.Ox, qui induit un morphisme de faisceaux A — g,Ox.
On obtient ainsi un morphisme d’espaces annelé. En outre, pour tout € X, I’homo-
morphisme d’anneaux Ay,) — Ox , est un homomorphisme local. O

2.7.22. Corollaire. — L’objet terminal de la catégorie Ela est SpecZ.

Démonstration. — Soit X un espace localement annelé. On a
Ela(X,SpecZ) 2 An°(Ox(X),Z) = An(Z,0x (X)),

qui ne contient qu’un seul élément. O
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2.7.23. Corollaire. — Soient A un anneau, et B et C deuz algébres. On a
Spec(B ®4 C) = Spec B Xgpec 4 Spec C.
dans la catégorie des espaces localement annelés

Démonstration. — L’anneau B ®4 C est le coproduit cofibré de A — Bet A — C
dans la catégorie An des anneaux, et donc est le produit fibré de B -+ Aet C — A
dans la catégorie opposée. Comme le foncteur Spec est adjoint & gauche, il préserve les
limites projectives. En particulier, on a Spec(B ®4 C') = Spec B Xgpec 4 SpecC. O



