
CHAPITRE 2

FAISCEAUX ET ESPACES ANNELÉS

2.1. Topologie de Grothendieck

Topologie de Grothendieck est une notion qui généralise la notion de topologie dans
le cadre de la théorie des catégories, qui est particulièrement adaptée à l’étude de la
théorie des faisceaux et des applications à la géométrie algébrique. On fixe dans ce
paragraphe une catégorie petite C.

2.1.1. Soit X un objet de C. On appelle crible de X toute famille S de morphismes
dans C dont le but est X, qui vérifie la condition suivante :

(2.1) si Y u→ X et Z v→ Y sont des morphismes dans C, u ∈ S, alors uv ∈ S.

Si (Si)i∈I est une famille de cribles deX, alors S =
⋂
i∈I Si est aussi un crible deX.

En particulier, si R est une famille de morphismes dans C dont le but (cf. §1.2.2) est
X, alors l’intersection des cribles de X contenant R est un crible contenant R, appelé
crible engendré par R et noté S(R). Le crible S(R) est la famille des morphismes dont
le but est X qui factorisent par au moins un morphisme dans R.

2.1.2. Soit X un objet de C. On désigne par HX l’ensemble de tous les morphismes
dans C dont le but est X. C’est un crible de X. En outre, tout crible de X est contenu
dans HX . Un crible S de X est égal à HX si et seulement si 1X ∈ S.

2.1.3. Soit X un objet de C. Soient R et R′ deux familles de morphismes dans C
dont le but est X. On dit que R′ est plus fine que R ou R est moins fine que R′ si
tout morphisme dans R′ se factorise par au moins un morphisme dans R. Cela revient
à dire que S(R′) ⊂ S(R). Attention, la condition “R′ est plus fine que R” ne signifie
pas que R′ est contenu dans R.

2.1.4. Soit f : Y → X un morphisme de la catégorie C. Si S est un crible de X,
on désigne par f∗S l’ensemble des morphismes g dont le but est Y tels que fg ∈ S.
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C’est un crible de Y , appelé la tirée en arrière de S par le morphisme f . Si Y f→ X

appartient à S, alors on a 1Y ∈ f∗(S) et donc f∗(S) = HY (cf. §2.1.2).

2.1.5. On appelle topologie de Grothendieck sur C tout foncteur J de Co dans la
catégorie des ensembles qui satisfait aux conditions suivantes :

(a) pour tout X ∈ C, J(X) est un ensemble de cribles de X telle que HX appartienne
à J(X) ;

(b) pour tout morphisme f : Y → X dans C, l’application J(f) : J(X) → J(Y )

envoie S ∈ J(X) sur f∗S (on a donc nécessairement f∗S ∈ J(Y )) ;

(c) pour tout crible S de X, s’il existe un crible S′ ∈ J(X) tel que, pour n’importe
quel morphisme (f : Y → X) ∈ S′, on ait toujours f∗S ∈ J(Y ), alors le crible S
appartient à J(X).

Soient f : Y → X un morphisme dans C et S un crible de X, si f∗S ∈ J(Y ), on
dit que le crible S recouvre f sous la topologie J .

On appelle site toute catégorie petite munie d’une topologie de Grothendieck.

2.1.6. Soit (C, J) un site. Si X est un objet de C et si S est un crible de X, alors
pour tout (Y

f→ X) ∈ S on a f∗S = HY ∈ J(Y ). On obtient ainsi de la condition
(c) du §2.1.5 que, si S est un crible contenant un crible S′ ∈ J(X), alors le crible S
appartient aussi à J(X).

2.1.7. Soit C une catégorie petite. On appelle base de topologie de Grothendieck toute
application K de C dans l’ensemble des familles de morphismes de C, qui vérifie les
conditions suivantes :

(a’) pour tout X ∈ C, tout élément de K(X) est une famille de morphismes dont le
but est X ;

(b’) pour tous X ∈ C, R ∈ K(X) et tout morphisme f : Y → X dans C, il existe
R′ ∈ K(Y ) tel que, pour tout h ∈ R′, le morphisme composé fh se factorise (cf.
§1.2.8) par au moins un morphisme dans R (autrement dit, il existe u ∈ R et un
morphisme v dans C tel que le morphisme composé uv est bien défini et est égal
à fh) ;

(c’) pour tout X ∈ C et tout R ∈ K(X), si on désigne, pour tout morphisme f :

Y → X dans R, un élément Rf ∈ K(Y ), alors la famille {fg | f ∈ R, g ∈ Rf}
appartient à K(X).

2.1.8. Soient C une catégorie petite et J une topologie de Grothendieck sur C. Alors
J est aussi une base de topologie de Grothendieck sur C. En effet, pour tout X ∈ C,
tout crible de X est une famille de morphismes dont le but est X. La condition (a’)
du §2.1.7 est donc satisfaite. En outre, pour tout morphisme f : Y → X dans C et
tout crible S ∈ J(X), f∗S est un crible dans J(Y ) tel que, pour tout h ∈ f∗S on ait
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fh ∈ S. Enfin, pour tout objet X ∈ C et tout crible S ∈ J(X), si on désigne, pour
tout (f : Y → X) ∈ S, un crible Tf ∈ J(Y ), alors l’ensemble

T = {fg | f ∈ S, g ∈ Tf}

est un crible de X tel que f∗T ⊃ Tf (et donc f∗T ∈ J(Y ), cf. §2.1.6) pour tout
f ∈ S. Par la condition (c) du 2.1.5 on obtient que T est un crible dans J(X), d’où
la condition (c’) du §2.1.7 est satisfaite.

2.1.9. Exemple. — Soient M un espace topologique et B une base de topologie de
M . On désigne par TM la catégorie associée à l’ensemble ordonné des parties ouvertes
de M (cf. §1.3.7). Pour tout U ∈ TM , soit KB(U) l’ensemble des recouvrements de U
par des parties ouvertes de U appartenant à la base de topologie B. Alors KB est une
base de topologie de Grothendieck sur TM , appelé base de topologie de Grothendieck
déterminée par la base de topologie B.

2.1.10. Proposition. — Soient C une catégorie petite et K une base de topologie
de Grothendieck sur C. Pour tout X ∈ C, soit J(X) l’ensemble des cribles S contenant
au moins une famille R ∈ K(X). Alors J est une topologie de Grothendieck sur C,
appelé topologie de Grothendieck engendrée par la base de topologie de Grothendieck
K.

Démonstration. — (a) Soit X un objet de C. Comme HX est le plus grande famille
de morphismes dont le but est X, il contient tout élément de K(X). On obtient donc
HX ∈ J(X).

(b) Soient f : Y → X un morphisme dans C et R un élément de K(X). Par la
condition (b’) du §2.1.7, il existe un élément R′ de K(Y ) tel que, pour tout h ∈ R′,
le morphisme fh se factorise par un morphisme dans R. En particulier, si S est un
crible contenant R, alors pour tout h ∈ R′ on a fh ∈ S. D’où f∗S ⊃ R′ et donc
f∗S ∈ J(Y ).

(c) Soient X un objet de C, S et S′ deux cribles, où S′ ∈ J(X). On suppose que
f∗S ∈ J(Y ) pour tout f : Y → X dans S′. Soient R un élément de K(X) tel que
R ⊂ S′. Pour tout f : Y → X dans R, soit Rf un élément de K(Y ) tel que Rf ⊂ f∗S.
On a alors

R :=
⋃
f∈R

{fg | g ∈ Rf} ∈ K(X)

et R ⊂ S, d’où S ∈ J(X).

2.1.11. Exemple. — Soient M un espace topologique et TM la catégorie associée
à l’ensemble des ouverts de M . Soient B et B′ deux bases de topologie de M . Soient
KB et KB′ les bases de topologie de Grothendieck sur TM déterminées par les bases
de topologie B et B′ respectivement (cf. §2.1.9). Alors ces bases de topologie de Gro-
thendieck engendrent la même topologie de Grothendieck sur TM . En effet, pour tout
ouvert U de M et tout recouvrement R de U par des ouverts de U qui appartiennent
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à B, il existe un raffinement R′ du recouvrement R par des ouverts de U qui appar-
tiennent à B′, et vice versa. D’après §2.1.3, on obtient qu’un crible S de U contient
un élément de KB(U) si et seulement s’il contient un élément de KB′(U).

2.2. Faisceaux sur un site

Dans ce paragraphe, on fixe un site (C, J) et une catégorie complète A (cf. §1.6.2).

2.2.1. On appelle préfaisceau sur C à valeurs dans A tout foncteur de Co dans A.
Étant donné un préfaisceau F : Co → A, pour tout morphisme f : X → Y dans C, on
note aussi |f : F (Y )→ F (X) le morphisme F (f).

2.2.2. Soient A une catégorie complète et F un préfaisceau sur C à valeurs dans A.
Pour tout objet X ∈ C et tout crible S de X, on désigne par F (S) l’objet

(2.2) Ker

 ∏
(W

f
→X)∈S

F (W )
p1 //
p2
//
∏

(Y
u→X)∈S

∏
Z

v→Y

F (Z)

 dans A,

où p1 est induit par les morphismes

pruv :
∏

(W
f
→X)∈S

F (W ) −→ F (Z), avec (Y
u→ X) ∈ S, Z v→ Y,

p2 est induit par les morphismes

F (v) pru :
∏

(W
f
→X)∈S

F (W ) −→ F (Z), avec (Y
u→ X) ∈ S, Z v→ Y.

On désigne par ΦS le morphisme universel de F (S) dans∏
(W

f
→X)∈S

F (W ),

qui s’écrit sous la forme ΦS = (ΦS,f )f∈S , où pour tout (W
f→ X) ∈ S, ΦS,f est un

morphisme de F (S) dans F (W ). On a p1ΦS = p2ΦS . Autrement dit, pour tout u ∈ S
et tout morphisme v tel que uv soit bien défini (i.e., la source de u est égale au but
de v), on a

(2.3) ΦS,uv = F (v)ΦS,u.

2.2.3. Soit A un objet de A. Soient X un objet de C et S un crible de X. Tout
morphisme ϕ de A dans ∏

(W
f
→X)∈S

F (W )

s’écrit sous la forme ϕ = (ϕf )f∈S , où pour tout (W
f→ X) ∈ S, ϕf est un morphisme

de A dans F (W ). L’égalité p1ϕ = p2ϕ est satisfaite si et seulement si ϕuv = F (v)ϕu
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pour tout u ∈ S et tout morphisme v tel que uv soit bien défini ; et si cette égalité
est satisfaite, il existe un unique morphisme (par la propriété universel du noyau)
ϕ̃ : A→ F (S) tel que ΦSϕ̃ = ϕ (i.e. ΦS,f ϕ̃ = ϕf pour tout f ∈ S). En particulier, le
morphisme

(F (f))f∈S : F (X) −→
∏

(W
f
→X)∈S

F (W )

satisfait F (uv) = F (v)F (u) pour tout u ∈ S et tout morphisme v tel que uv soit bien
défini et donc induit (via la propriété universelle du noyau) un unique morphisme
ΦX,S : F (X)→ F (S) tel que

(2.4) ΦS,fΦX,S = F (f) : F (X) −→ F (W ) pour tout (W
f→ X) ∈ S,

appelé morphisme canonique de F (X) dans F (S).
Soient S et S′ deux cribles de X tels que S ⊃ S′. Les relations (2.3), pour u ∈ S′

et v tel que uv soit bien défini, montent qu’il existe un unique morphisme ΦS,S′ :

F (S)→ F (S′) tel que

(2.5) ΦS′,fΦS,S′ = ΦS,f pour tout f ∈ S′.

2.2.4. Soient (C, J) un site et F : Co → A est un préfaisceau sur C à valeurs dans
une catégorie complète A. Si, pour tout objet X de C et tout crible S dans J(X), le
morphisme canonique ΦX,S : F (X) → F (S) est un monomorphisme (resp. isomor-
phisme), on dit que le préfaisceau F est séparé (resp. un faisceau) par rapport à la
topologie de Grothendieck J .

2.2.5. On suppose que tout produit fibré dans C existe. Si X est un objet de C et
si R est une famille de morphismes dans C dont le but est X, on désigne par F (R)

l’objet

(2.6) Ker

 ∏
(W

f
→X)∈R

F (W )
q1 //
q2
//
∏

(U
a→X)∈R

∏
(V

b→X)∈R

F (U ×X V )

 dans A,

où q1 est défini par les morphismes

F (pr1) pra :
∏

(W
f
→X)∈R

F (W ) −→ F (U ×X V ), avec (U
a→ X) ∈ R, (V

b→ X) ∈ R,

q2 est défini par les morphismes

F (pr2) prb :
∏

(W
f
→X)∈R

F (W ) −→ F (U ×X V ), avec (U
a→ X) ∈ R, (V

b→ X) ∈ R,

pr1 : U ×X V → U et pr2 : U ×X V → V étant les deux projections. On désigne par
ΦR le morphisme universel de F (R) dans∏

(W
f
→X)∈R

F (W ),
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qui peut s’écrire sous la forme (ΦR,f )f∈R, où pour tout (W
f→ X), ΦR,f est un

morphisme de F (R) dans F (W ). La propriété q1ΦR = q2ΦR peut s’écrire comme

F (pr1)ΦR,a = F (pr2)ΦR,b pour tout U
a→ X et tout V b→ X dans R,

pr1 : U ×X V → U et pr2 : U ×X V → V étant les deux projections.

2.2.6. On suppose que tout produit fibré existe dans C. Similairement au §2.2.3, si
A est un objet de A et si (ϕf )f∈R est une famille de morphismes dans A où pour tout

(W
f→ X) ∈ R, ϕf est un morphisme de A dans F (W ), tel que

F (pr1)ϕa = F (pr2)ϕb pour tout U
a→ X et tout V b→ X dans R,

pr1 : U ×X V → U et pr2 : U ×X V → V étant les deux projections, alors, par la
propriété universelle du noyau, il existe un unique morphisme ϕ̃ : A → F (R) tel que
ΦR,f ϕ̃ = ϕf pour tout f ∈ R. En particulier, le morphisme

(F (f))f∈S : F (X) −→
∏

(W
f
→X)∈S

F (W )

induit par la propriété universelle du noyau un unique morphisme ΦX,R : F (X) →
F (R) tel que

(2.7) ΦR,fΦX,R = F (f) pour tout f ∈ R.

Ce morphisme est appelé morphisme canonique de F (X) dans F (R).
Soient S un crible dans J(X) qui contient R. Pour tous les morphismes a : U → X

et b : V → X dans R, on a (d’après (2.3))

F (pr1)ΦS,a = ΦS,a pr1 = ΦS,b pr2 = F (pr2)ΦS,b

car a pr1 = bpr2. On obtient alors l’existence d’un unique morphisme ΦS,R : F (S)→
F (R) tel que

(2.8) ΦR,fΦS,R = ΦS,f pour tout f ∈ R.

Comme (voir (2.4) pour la dernière égalité)

ΦR,f (ΦS,RΦX,S) = ΦS,fΦX,S = F (f)

pour tout f ∈ R, on obtient que

(2.9) ΦS,RΦX,S = ΦX,R

par l’unicité de ΦX,R.
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2.2.7. On suppose que tout produit fibré existe dans C. Soit F : Co → A un pré-
faisceau sur C à valeurs dans une catégorie complète A. Si X est un objet de C et
si S est un crible de X, dans les sous-paragraphes précédents, on a utilisé la même
notation F (S) pour désigner deux noyaux définis dans (2.2) et (2.6) respectivement,
où dans (2.6) on considère S comme une famille de morphismes dont le but est X.
Cette notation confondue ne portera cependant pas d’ambiguïté, comme justifié par
la proposition suivante.

2.2.8. Proposition. — On suppose que tout produit fibré existe dans C. Soit F :

Co → A un préfaisceau sur C à valeurs dans A. Soient X un objet de C, R une famille
de morphismes dans C dont le but est X, et S le crible engendré par R (cf. §2.1.1).
Alors le morphisme ΦS,R : F (S)→ F (R) défini dans §2.2.6 est un isomorphisme.

Démonstration. — Montrons que F (S) vérifie la propriété universelle du noyau (2.6)
définissant F (R). Soient A un objet de A et

ψ = (ψf )f∈R : A −→
∏

(W
f
→X)∈R

F (W )

un morphisme tel que q1ψ = q2ψ. Si f : Z → X est un morphisme dans S qui se
factorise comme Z u→ U

a→ X, où a ∈ R, on note ψf := F (u)ψa. Cette définition
ne dépend pas du choix de la factorisation. En effet, si Z v→ V

b→ X est une autre
factorisation de f , il existe un unique morphisme w : Z → U ×X V tel que pr1 w = a

et pr2 w = b

Z

v

  

u

&&
∃!w

##
U ×X V

pr1
//

pr2

��

U

a

��
V

b
// X

On en déduit
F (u)ψa = F (pr1 w)ψa = F (w)F (pr1)ψa

= F (w)F (pr2)ψb = F (pr2 w)ψb = F (v)ψb.

En outre, pour tout morphisme g : W → Z on a

ψfg = F (ug)ψa = F (g)F (u)ψa = F (g)ψf ,

où la première égalité provient du fait que W ug→ U
a→ X est une factorisation de

fg avec a ∈ R. On obtient donc (d’après §2.2.3) l’existence d’un unique morphisme
ψ̃ : A → F (S) tel que ΦS,f ψ̃ = ψf pour tout f ∈ S. En particulier, pour tout f ∈ R
on a ΦS,RΦR,f ψ̃ = ΦS,f ψ̃ = ψf .
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2.2.9. Théorème. — Soient C une catégorie petite où tout produit fibré existe, A
une catégorie complète, et F : Co → A un préfaisceau C à valeurs dans A. Soient
K une un base de topologie de Grothendieck sur C et J la topologie de Grothendieck
engendrée par K. Alors F est un faisceau par rapport à la topologie de Grothendieck
J si et seulement si, pour tout X ∈ C et tout R ∈ K(X), le morphisme canonique
ΦX,R : F (X)→ F (R) (cf. §2.2.6) est un isomorphisme.

Démonstration. — “=⇒” : Soient X un objet de C et R un élément de K(X). Soit S
le crible engendré par R (cf. §2.1.1). D’après la proposition 2.2.8, le morphisme ΦS,R :

F (S)→ F (R) est un isomorphisme. Si le morphisme canonique ΦX,S : F (X)→ F (S)

est un isomorphisme, alors le morphisme canonique ΦX,R : F (X)→ F (R) l’est aussi
car on a ΦX,R = ΦS,RΦX,S (voir (2.9)).

“⇐=” : Réciproquement, supposons que, pour tout X ∈ C et tout R ∈ K(X), le
morphisme canonique F (X)→ F (R) est un isomorphisme. On montre que F est un
faisceau pour la topologie J . Soit X un objet de C et S un crible de X qui contient un
élément R ∈ K(X). Par l’hypothèse, le morphisme canonique ΦX,R : F (X) → F (R)

est un isomorphisme. Dans la suite, on montre que Φ−1
X,RΦS,R : F (S) → F (X) est

l’inverse du morphisme canonique ΦX,S : F (X)→ F (S) (cf. §2.2.3 et §2.2.6 pour les
définitions de ΦX,S et ΦS,R respectivement). D’après (2.9), on a

(Φ−1
X,RΦS,R)ΦX,S = Φ−1

X,RΦX,R = 1F (X).

Pour montrer que ΦX,S(Φ−1
X,RΦS,R) = 1F (S), il suffit de vérifier que (cf. §2.2.3)

ΦS,f = ΦS,fΦX,S(Φ−1
X,RΦS,R)

pour tout (f : Y → X) ∈ S. D’après (2.4), on a ΦS,fΦX,S = F (f) et donc

ΦS,fΦX,S(Φ−1
X,RΦS,R) = F (f)(Φ−1

X,RΦS,R).

En outre, comme K est une base de topologie de Grothendieck, il existe R′ ∈ K(Y )

tel que, pour tout h ∈ R′, le morphisme composé fh se factorise par au moins un
morphisme dans R (cf. §2.1.7). En d’autres termes, il existe u : W → X dans R et
v : Z →W tels que fh = uv. On a alors

F (h)F (f)(Φ−1
X,RΦS,R) = F (fh)(Φ−1

X,RΦS,R) = F (v)F (u)(Φ−1
X,RΦS,R).

Comme u ∈ R, d’après (2.7) on a F (u)Φ−1
X,R = ΦR,u et donc

F (v)F (u)(Φ−1
X,RΦS,R) = F (v)ΦR,uΦS,R = F (v)ΦS,u = ΦS,uv = F (h)ΦS,f ,

où la deuxième égalité provient de (2.8), et les troisième et dernière égalités pro-
viennent de (2.3). Comme F (h) = ΦR′,hΦY,R′ (cf. (2.7)), on obtient

ΦR′,hΦY,R′F (f)(Φ−1
X,RΦS,R) = ΦR′,hΦY,R′ΦS,f pour tout h ∈ R′,

qui montre que ΦY,R′F (f)(Φ−1
X,RΦS,R) = ΦY,R′ΦS,f . Comme le morphisme canonique

ΦY,R′ : F (Y ) → F (R′) est un isomorphisme, on en déduit F (f)(Φ−1
X,RΦS,R) = ΦS,f .

Le théorème est donc démontré.
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2.3. Catégorie admissible

2.3.1. On dit qu’une catégorie A est admissible si les conditions suivantes sont vé-
rifiées :

(a) toute limite projective existe dans A,
(b) tout limite inductive filtrante existe dans A et préserve les limites projectives

finies,

(c) Pour tout ensemble non-vide Θ, toute famille (Iα)α∈Θ de catégories petites fil-
trantes, et toute famille (Fα : Iα → A)α∈Θ de foncteurs, si on désigne par
I :=

∏
α∈Θ Iα la catégorie produit (cf. §1.3.3) (1) et définit F : I → A comme

le foncteur qui envoie (iα)α∈Θ sur
∏
α∈Θ Fα(iα), alors le morphisme lim−→F →∏

α∈Θ lim−→Fα induit par la propriété universelle de la limite inductive est un iso-
morphisme.

2.3.2. Proposition. — La catégorie Ens est admissible.

Démonstration. — Dans §1.6.19 on a déjà vérifié que la catégorie Ens satisfait aux
conditions (a) et (b) de la définition 2.3.1 (voir la proposition 1.7.4 pour la démonstra-
tion de la condition (b)). Il reste à vérifier la condition (c). Soient (Iα)α∈Θ une famille
non-vide de catégories petites filtrantes, (Fα : Iα → Ens)α∈Θ une famille de foncteur,
I :=

∏
α∈Θ Iα et F : I → Ens le foncteur qui envoie (iα)α∈Θ ∈ I en

∏
α∈Θ Fα(iα). On

désigne par ϕ : lim−→F →
∏
α∈Θ lim−→Fα l’application induite par la propriété universelle

de la limite inductive.
Montrons que ϕ est une application injective. Soient x et x′ deux éléments de lim−→F

tels que ϕ(x) = ϕ(x′). Comme I est une catégorie filtrante, il existe i = (iα)α∈Θ ∈ I
et deux éléments y = (yα)α∈Θ et y′ = (y′α)α∈Θ dans F (i) =

∏
α∈Θ Fα(iα) tels que x

et x′ soient respectivement les images de y et y′ dans lim−→F . Comme ϕ(x) = ϕ(x′), on
obtient que, pour tout α ∈ Θ, yα et y′α ont la même image dans lim−→Fα. Il existe donc
un morphisme fα : iα → jα dans Iα tel que fα(yα) = fα(y′α). On obtient donc que y
et y′ ont la même image dans lim−→F (puisqu’ils ont la même image dans F ((jα)α∈Θ))
et donc x = x′.

Montrons que ϕ est une application surjective. Soit ξ = (ξα)α∈Θ un élément de∏
α∈Θ lim−→Fα. Pour tout α ∈ Θ, soient iα ∈ Iα et yα ∈ Fα(iα) tels que ξα soit l’image

de yα dans lim−→Fα. Soit x l’image canonique de (yα)α∈Θ ∈ F ((iα)α∈Θ) dans lim−→F . On
a alors ϕ(x) = ξ. L’application ϕ est donc surjective.

2.3.3. La condition (c) dans la définition 2.3.1 a été introduite dans l’ouvrage de
Kashiwara et Schapira [?] comme propriété (IPC). On renvoie les lecteurs dans §3.1
du loc. cit. pour les détails. Il faut distinguer cette propriété de la commutativité
de la limite inductive filtrante avec un produit. En effet, même si les catégories Iα

1. On peut vérifier que la catégorie I est aussi filtrante.
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s’identifient à la même catégorie J , en général la limite inductive lim−→F n’est pas la
même chose que la limite inductive des produits (

∏
α∈A Fα(j))j∈J .

Similairement à §1.7.5, on peut montrer que la catégorie des modèles d’une struc-
ture algébrique admissible est une catégorie admissible.

2.3.4. Proposition. — Soit A une catégorie admissible. Soient I une catégorie
filtrante, F et G deux foncteur de I dans A et ϕ : F → G un monomorphisme de
foncteurs. Alors le morphisme de lim−→F dans lim−→G induit par ϕ (via la fonctorialité
de lim−→) est un monomorphisme dans A.

Démonstration. — Comme ϕ est un monomorphisme de foncteurs, le carré

F
1F //

1F

��

F

ϕ

��
F

ϕ
// G

est cartésien (cf. la proposition 1.6.10). Comme le produit fibré est une limite projec-
tive finie, la condition (b) de §2.3.1 montre que le diagramme

lim−→F lim−→F

lim−→ϕ

��
lim−→F

lim−→ϕ
// lim−→G

est cartésien, où les flèche “ ” désigne des morphismes d’identités. Par consé-
quent, lim−→ϕ est un monomorphisme (d’après la proposition 1.6.10).

2.4. Faisceau associé à un préfaisceau

2.4.1. Soient C une catégorie petite et F : C◦ → A un préfaisceau sur C à valeurs
dans une catégorie complète. Soient f : Y → X un morphisme dans C, S un crible de
X et S′ un crible de Y contenu dans f∗S. Les morphismes

ΦS,fg = F (g)ΦS,f : F (S) −→ F (Z), où (Z
g→ Y ) ∈ S′

induit par la propriété universelle du noyau (cf. §2.2.3) un morphisme de F (S) dans
F (S′) que l’on note ΦfS,S′ . Par définition c’est l’unique morphisme de F (S) dans F (S′)

tel que

(2.10) ΦS′,gΦ
f
S,S′ = ΦS,fg pour tout g ∈ S′.

Dans le cas particulier où f = 1X est le morphisme d’identité, S′ est un crible contenu
dans S, et Φ1X

S,S′ s’identifie au morphisme ΦS,S′ défini dans §2.2.3.
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2.4.2. Lemme. — Soient C une catégorie, F : C◦ → A un préfaisceau sur C à
valeurs dans une catégorie complète A, X un objet de C et S un crible de X.

(1) Si f : Y → X est un morphisme dans S et S′ est un crible de Y contenu dans
f∗S, alors on a

(2.11) ΦfS,S′ = ΦY,S′ΦS,f .

(2) Soient f : Y → X un morphisme dans S, S′ un crible de Y contenu dans f∗S,
g : Z → Y un morphisme dans S′ et S′′ un crible de Z contenu dans g∗S′. Alors
on a

(2.12) ΦgS′,S′′Φ
f
S,S′ = ΦfgS,S′′

Démonstration. — (1) Pour tout g ∈ T on a

ΦS′,gΦY,S′ΦS,f = F (g)ΦS,f = ΦS,fg,

où la première égalité provient de (2.4) et la deuxième provient de (2.3). L’égalité
(2.11) résulte donc de l’unicité du morphisme ΦfS,S′ qui vérifie (2.10).

(2) D’après (1) on a

ΦgS′,S′′Φ
f
S,S′ = ΦZ,S′′ΦS′,gΦY,S′ΦS,f = ΦZ,S′′F (g)ΦS,f = ΦZ,S′′ΦS,fg = ΦfgS,S′′

où les première et dernière égalités proviennent de l’énoncé (1) du lemme, la deuxième
égalité résulte de (2.4) et la troisième égalité provient de (2.3).

2.4.3. Soient (C, J) un site et A une catégorie admissible. Soit F : Co → A un
foncteur. Pour tout objet X ∈ C, l’ensemble J(X) est ordonné par la relation d’inclu-
sion. Comme J(X) est stable par intersection (cf. §2.1.6), on obtient que la catégorie
associée à J(X) est filtrante. On désigne par F+(X) la limite inductive

lim−→
S∈J(X)

F (S),

où, pour tous cribles S ⊃ S′, on considère le morphisme ΦS,S′ : F (S)→ F (S′) défini
dans §2.2.3. Le composé du morphisme canonique F (X) → F (S) (cf. §2.2.2) avec le
morphisme universel F (S) → F+(X) donne un morphisme de F (X) dans F+(X),
qui ne dépend pas du crible S ∈ J(X), appelé morphisme canonique de F (X) dans
F+(X).

Le morphisme ΦfS,f∗(S) (cf. §2.4.1) composé avec le morphisme universel
F (f∗(S)) → F+(Y ) donne un morphisme de F (S) dans F+(Y ). Par pas-
sage à la limite inductive par rapport à S ∈ J(X) on obtient un morphisme
F+(f) : F+(X) → F+(Y ). On peut vérifier que F+ définit en fait un foncteur de
C◦ dans A. En outre, les morphismes canonique F (X) → F+(X) définissent un
morphisme de foncteurs de F dans F+, appelé morphisme canonique de F dans F+.
Ce morphisme de foncteur est un isomorphisme lorsque F est un faisceau puisque
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F (X) → F (S) est un isomorphisme pour tout X ∈ C et tout S ∈ J(X). Par la
propriété universelle de la limite inductive, on obtient une bijection naturelle

(2.13) Nat(F+, G) ∼= Nat(F,G)

qui est fonctorielle en F ∈ Fon(Co,A)◦ et G ∈ Fai(C, J,A).

2.4.4. Proposition. — Soient (C, J) un site et A une catégorie admissible. Soit F
un préfaisceau sur C à valeurs dans A. Alors le préfaisceau F est séparé si et seulement
si le morphisme canonique F → F+ est un monomorphisme dans la catégorie de
foncteurs Fon(Co,A).

Démonstration. — Si F est un préfaisceau séparé, pour tout X ∈ C et tout S ∈ J(X),
le morphisme canonique F (X) → F (S) est un monomorphisme. Par passage à la
limite inductive (filtrante), on obtient (d’après la proposition 2.3.4) que le morphisme
canonique F (X) → F+(X) est un monomorphisme. On en déduit que le morphisme
canonique F → F+ est un monomorphisme dans la catégorie de foncteurs (cf. la
proposition 1.6.21.(1)).

Réciproquement, si le morphisme canonique ϕ : F → F+ est un monomorphisme
dans la catégorie Fon(Co,A), d’après la proposition 1.6.21.(2), ϕX : F (X)→ F+(X)

est un monomorphisme pour tout X ∈ C puisque A est une catégorie complète (la
condition (a) du §2.3.1). Cela montre que, pour tout X ∈ C et tout S ∈ J(X),
le morphisme canonique F (X) → F (S) est un monomorphisme (cf. la proposition
1.2.10). Donc F est un préfaisceau séparé.

2.4.5. Théorème. — Soient (C, J) un site et A une catégorie admissible. Le fonc-
teur d’oubli, de la catégorie Fai(C, J,A) des faisceaux sur le site (C, J) à valeurs dans
la catégorie A, dans la catégorie Fon(Co,A) des préfaisceaux sur C à valeurs dans A,
admet un adjoint à gauche a : F 7→ F a. En d’autres termes, on a une bijection

Nat(F,G) ∼= Nat(F a, G)

qui est fonctorielle en F ∈ Fon(Co,A)◦ et G ∈ Fai(C, J,A).

Démonstration. — Soit F un préfaisceau dans Fon(Co,A). On montrera que le pré-
faisceau F+ construit dans §2.4.3 est séparé et que F+ est un faisceau lorsque F est
lui-même séparé. Cela implique que F a := F++ est un faisceau, et le résultat provient
donc des bijections fonctorielles

Nat(F a, G) ∼= Nat(F+, G) ∼= (F,G),

qui sont des conséquences de (2.13).
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Étape 1 : Montrons que F+ est un préfaisceau séparé. Soient X un objet de C et
S un crible dans J(X). Il suffit de montrer que le morphisme

ψ = (F+(f))f∈S : F+(X) //
∏

(Y
f→X)∈S

F+(Y )

est un monomorphisme dans A (cf. la proposition 1.2.10.(1)). Si, pour tout morphisme
f : Y → X dans S, on se dispose d’un crible Tf ∈ J(Y ), alors le crible T des
morphismes de la forme fg avec f ∈ S et g ∈ Tf appartient à J(X) (cf. §2.1.8). Le
crible T est contenu dans S. Réciproquement, tout crible T contenu dans S peut être
construit de cette façon, en prenant Tf = f∗(T ) pour tout f ∈ S.

Soient
(Tf )f∈S ∈

∏
(f :Y→X)∈S

J(Y )

et T = {fg | f ∈ S, g ∈ Tf} ∈ J(X). Les morphismes ΦfS,Tf
(cf. §2.4.1) induisent un

morphisme dans la catégorie A :

β : F (T ) −→
∏

(Y
f→X)∈S

F (Tf ),

qui est un monomorphisme. En effet, si A est un objet de A et si ϕ et ψ sont deux
morphismes de A dans F (T ) tel que βϕ = βψ, alors on a (d’après (2.10))

ΦT,fgϕ = ΦTf ,gΦ
f
S,Tf

ϕ = ΦTf ,gΦ
f
S,Tf

ψ = ΦT,fgψ pour tout f ∈ S et tout g ∈ Tf .

Cela montre que ΦT,hϕ = ΦT,hψ pour tout h ∈ T et donc ϕ = ψ (cf. §2.2.3).
En prenant la limite inductive filtrante par rapport à

(Tf )f∈S ∈
∏

(Y
f→X)∈S

J(Y ),

on obtient de la condition (c) de la définition 2.3.1 que le morphisme canonique

F+(X) −→
∏

(Y
f→X)∈S

F+(Y )

est un monomorphisme.
Étape 2 : Il reste à vérifier que, si F est un préfaisceau séparé, alors F+ est un

faisceau. Montrons que, si X est un objet de C et si S est un crible dans J(X), alors
le morphisme canonique F+(X) → F+(S) est un isomorphisme, autrement dit, le
diagramme

(2.14) F+(X)
ϕ //

∏
(W

f
→X)∈S

F+(W )
p1 //
p2
//
∏

(Y
u→X)∈S

∏
Z

v→Y

F+(Z)

identifie F+(X) au noyau de p1 et p2, où ϕ = (F+(f))f∈S , et les morphismes p1 et
p2 sont définis dans §2.2.2.



40 CHAPITRE 2. FAISCEAUX ET ESPACES ANNELÉS

Soient
(Tf )f∈S ∈

∏
(f :Y→X)∈S

J(Y )

et T = {fg | f ∈ S, g ∈ Tf} ∈ J(X). Pour (u : Y → X) ∈ S et v : Z → Y , soit

Tu,v := Tuv ∩ v∗Tu ∈ J(Z).

Montrons que le diagramme

(2.15) F (T )
ψ //

∏
(W

f
→X)∈S

F (Tf )
r1 //
r2
//
∏

(Y
u→X)∈S

∏
Z

v→Y

F (Tu,v)

identifie F (T ) au noyau de r1 et r2, où ψ = (ψf )f∈S avec (cf. §2.4.1)

ψf = ΦfT,Tf
: F (T ) −→ F (Tf ),

r1 est induit par

ΦTuv,Tu,v
pruv :

∏
(W

f
→X)∈S

F (Tf ) −→ F (Tuv) −→ F (Tu,v),

et r2 est induit par

ΦvTu,Tu,v
pru :

∏
(W

f
→X)∈S

F (Tf ) −→ F (Tu) −→ F (Tu,v).

Montrons d’abord que r1ψ = r2ψ. Pour tout u : Y → X dans S et tout morphisme
v : Z → Y dans C, on a (d’après (2.12))

ΦTuv,Tu,v
ψuv = ΦTuv,Tu,v

ΦuvT,Tuv
= ΦuvT,Tu,v

et
ΦvTu,Tu,v

ψu = ΦvTu,Tu,v
ΦuT,Tu

= ΦuvT,Tu,v
.

Soient A ∈ A et η = (ηf ) : A→
∏
f∈S F (Tf ) un morphisme dans A tel que r1η = r2η,

c’est-à-dire que

(2.16) ΦTuv,Tu,vηuv = ΦvTu,Tuv
ηu pour u ∈ S et v composable avec u.

Pour tout (h : Z → X) ∈ T qui se décompose comme h = uv avec (u : U → X) ∈ S
et (v : Z → U) ∈ Tu, on définit un morphisme η̃h := ΦTu,vηu de A dans F (Z). Cette
définition ne dépend pas du choix de la décomposition de h. En effet, si h = fg est
une autre décomposition avec (f : Y → X) ∈ S et (g : Z → U ′) ∈ Tf , on a

ΦZ,Tu,v∩Tf,g
ΦTu,vηu = ΦvTu,Tu,v∩Tf,g

ηu = ΦTu,v,Tu,v∩Tf,g
ΦvTu,Tu,v

ηu

= ΦTu,v,Tu,v∩Tf,g
ΦTuv,Tu,vηuv = ΦTuv,Tu,v∩Tf,g

ηuv = ΦTh,Tu,v∩Tf,g
ηh

= ΦZ,Tu,v∩Tf,g
ΦTf ,gηf ,

où la première égalité provient de (2.11), les deuxième et quatrième proviennent de
(2.12), la troisième provient de (2.16), la cinquième provient du fait que uv = h

et la dernière repose sur la symétrie de la formule par rapport aux décompositions
uv = h = fg. Comme le préfaisceau F est supposé être séparé et comme Tu,v ∩ Tf,g
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est un crible dans J(Z), on obtient que ΦZ,Tu,v∩Tf,g
est un monomorphisme et donc

ΦTu,vηu = ΦTf ,gηf .
Si h′ : Z ′ → Z est un morphisme dans C, alors on a

F (h′)η̃h = F (h′)ΦTu,vηu = ΦTu,vh′ηu = η̃hh′ ,

où la deuxième égalité provient de (2.3). On obtient donc l’existence d’un unique
morphisme η̃ : A → F (T ) tel que ΦT,hη̃ = η̃h pour tout h ∈ T . C’est donc aussi
l’unique morphisme tel que ΦfT,Tf

η̃ = ηf pour tout f ∈ S. On a donc montré que le
diagramme (2.15) identifie ψ au noyau de (r1, r2).

En prenant la limite inductive par rapport à (Tf )f∈S dans le diagramme (2.15),
on obtient le diagramme suivant (où on utilise la condition (c) de l’admissibilité de la
catégorie A)

F+(X)
ψ+

//
∏

(W
f
→X)∈S

F+(W )
r+1 //

r+2

// lim−→
(Tf )f∈S

∏
(Y

u→X)∈S

∏
Z

v→Y

F (Tv,u) ,

qui identifie ψ+ au noyau de (r+
1 , r

+
2 ). Le morphisme ψ+ est en outre égal au mor-

phisme ϕ dans le diagramme (2.14). Comme F est un préfaisceau séparé, le morphisme
canonique de foncteurs F 7→ F+ est un monomorphisme. Donc F (Tu,v) → F+(Tu,v)

est aussi un monomorphisme. On en déduit, par la proposition 1.2.10, que le mor-
phisme canonique F (Tu,v) → F+(Z) est un monomorphisme pour tout (u : Y →
X) ∈ S et tout morphisme v : Z → Y . Cela montre que le morphisme canonique

λ : lim−→
(Tf )f∈S

∏
(Y

u→X)∈S

∏
Z

v→Y

F (Tu,v) −→
∏

(Y
u→X)∈S

∏
Z

v→Y

F+(Z)

est un monomorphisme car toute limite inductive filtrante préserve les monomor-
phismes. On a en outre λr+

i = pi (i ∈ {1, 2}), où p1 et p2 sont comme dans le dia-
gramme (2.14). On en déduit que ϕ est le noyau de (p1, p2) = (λr+

1 , λr
+
2 ) puisque λ

est un monomorphisme (cf. la proposition 3.1.3). Le théorème est donc démontré.

2.4.6. Soient (C, J) un site et A une catégorie admissible. Soit w : Fai(C, J,A) →
Fon(Co,A) le foncteur d’oubli. Si I est une catégorie petite et (Fi)i∈I est un fonc-
teur de I dans la catégorie des faisceaux Fai(C, J,A), alors la limite projective de
(w(Fi))i∈I dans la catégorie de foncteurs Fon(Co,A) est un faisceau sur (C, J) à va-
leurs dans A. Cela provient du fait que les limites projectives préservent les noyaux
(cf. §1.8.4). On en déduit que la limite projective de (w(Fi))i∈I dans la catégorie
de foncteurs Fon(Co,A) s’identifie à la limite projective de (Fi)i∈I dans la catégo-
rie de faisceaux Fai(C, J,A). En particulier, la catégorie de faisceaux Fai(C, J,A) est
complète.



42 CHAPITRE 2. FAISCEAUX ET ESPACES ANNELÉS

2.4.7. Soient I une catégorie petite filtrante et (Fi)i∈I un foncteur de I dans la caté-
gorie de faisceaux Fai(C, J,A). Comme A est une catégorie admissible, tout foncteur
de I dans A admet une limite inductive, et le foncteur lim−→ : Fon(I,A)→ A préserve
toute limite projective finie. On en déduit que la limite inductive de (w(Fi))i∈I dans la
catégorie de foncteurs Fon(Co,A) est un faisceau, et donc s’identifie à la limite induc-
tive (Fi)i∈I dans la catégorie de faisceaux Fai(C, J,A). En outre, le foncteur de limite
inductive lim−→ : Fon(I,Fai(C, J,A)) → Fai(C, J,A) préserve les limites projectives
finie.

2.4.8. Soit I une catégorie petite (non-nécessairement filtrante). On suppose que
tout foncteur de I dans A admet une limite inductive. Si (Fi)i∈I est un foncteur
de I dans Fai(C, J,A) et si G est un faisceau sur (C, J) à valeurs dans A, on a des
isomorphismes fonctoriels

Fon(I,Fai(C, J,A))((Fi)i∈I ,∆G) ∼= Fon(I,Fon(Co,A))((w(Fi))i∈I ,∆w(G))

∼= Fon(Co,A)(lim−→w(Fi), w(G)) ∼= Fai(C, J,A)(a(lim−→w(Fi)), G).

Cela montre que le foncteur (Fi)i∈I admet une limite inductive, qui est le faisceau
associé au préfaisceau limite inductive lim−→w(Fi).

2.5. Espaces annelés

2.5.1. Catégorie associé à un espace topologique. — Si X est un espace to-
pologique, on désigne par TX la topologie de X, c’est-à-dire l’ensemble des parties
ouvertes dans X. On la considère comme une catégorie telle que, pour tout couple
(V,U) de parties ouvertes de X, l’ensemble des morphismes de V vers U est un single-
ton si V est contenu dans U , et est l’ensemble vide sinon. La composition est définie
de façon naturelle. Si U , V et W sont des parties ouvertes telles que W ⊂ V ⊂ U ,
alors l’application de composition envoie l’unique élément de TX(W,V ) × TX(V,U)

en l’unique élément de TX(W,U).

2.5.2. Définition. — Soient X un espace topologique et A une catégorie. On ap-
pelle préfaisceau sur X à valeur dans A tout foncteur de la catégorie T o

X dans A.
Si F est un préfaisceau sur X à valeur dans A, pour tout couple (V,U) de parties
ouvertes de X telles que V ⊂ U , on utilise l’expression |V pour désigner le morphisme
de F (U) dans F (V ) défini par le foncteur F . Si F1 et F2 sont deux préfaisceaux sur
X, on appelle morphisme de F1 dans F2 tout morphisme de foncteurs F1 vers F2. Les
préfaisceaux sur X à valeurs dans A et les morphismes de préfaisceaux forment ainsi
une catégorie, qui s’identifie à la catégorie de foncteurs Fon(T o

X ,A).
Comme ce que l’on a vu dans le sous-paragraphe précédent, notamment dans

l’exemple 2.1.11, si pour tout ouvert U de X on désigne par K(U) l’ensemble des
recouvrements ouverts de U , alors K devient une base de topologie de Grothendieck
sur TX . Dans le cas oùA est une catégorie complète, on dit qu’un foncteur F : T o

X → A
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est un faisceau sur X à valeur dans A s’il est un faisceau par rapport à la topologie
de Grothendieck engendrée par cette base de topologie de Grothendieck. On voit aus-
sitôt du théorème 2.2.9 qu’un préfaisceau F : T o

X → A est un faisceau si et seulement
si, pour toute partie ouvert U de X et tout recouvrement ouvert (Ui)i∈I de U , le
diagramme suivant identifie ϕ au noyau de (q1, q2) :

F (U)
ϕ //

∏
i∈I

F (Ui)
q1 //
q2
//
∏

(j,k)∈I2
F (Uj ∩ Uk),

où ϕ = (|Ui)i∈I et q1 et q2 sont induits par (|Uj∩Uk
) prj et (|Uj∩Uk

) prk respectivement,
et

pr` :
∏
i∈I

F (Ui)→ F (U`), ` ∈ I

sont des morphismes universels. On désigne par Fai(X,A) la sous-catégorie pleine de
Fon(T o

X ,A) des faisceaux sur X à valeurs dans A.

2.5.3. Proposition. — On suppose que la catégorie A est admissible (cf. la défini-
tion 2.3.1). Alors le foncteur d’oublie w : Fai(X,A)→ Fon(T ◦X ,A) admet un adjoint
à gauche a : F 7→ F a.

Démonstration. — Ce résultat est un cas particulier du théorème 2.2.9.

2.5.4. Image directe. — Soient X et Y deux espaces topologiques et f : X → Y

une application continue. Si F est un préfaisceau sur X à valeur dans une catégorie A,
on construit un préfaisceau f∗(F ) sur Y telle que f∗(F )(U) = F (f−1(U)) pour toute
partie ouverte U de Y . Le préfaisceau f∗(F ) est appelé l’image directe du préfaisceau
F par l’application continue f . Cette construction est fonctorielle : f∗ définit un
foncteur de Fon(T o

X ,A) dans Fon(T o
Y ,A).

2.5.5. Proposition. — Soient X et Y deux espace topologique et f : X → Y

une application continue. Soit A une catégorie admissible. Alors le foncteur f∗ :

Fai(X,A)→ Fon(T o
Y ,A) admet un adjoint à gauche f−1.

Démonstration. — Soit G un préfaisceau sur Y . On définit un préfaisceau f†(G) tel
que, pour tout ouvert U de X,

f†(G)(U) = lim−→
W⊃ϕ(U)

G(W ),

oùW parcourt l’ensemble des ouverts de Y contenant f(U). On désigne par f−1(G) le
faisceau associé à ce préfaisceau. Ainsi on définit un foncteur f−1 de Fon(T o

Y ,A) dans
Fai(X,A) tel que f−1 = af†. On a des isomorphismes fonctoriels en F ∈ Fai(X,A)

en G ∈ Fon(T ◦Y ,A)◦ :

Nat(f−1(G), F ) ∼= Nat(f†(G), F ) ∼= Nat(G, f∗(F )),
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où le premier isomorphisme provient de l’adjonction entre le foncteur a et le foncteur
d’oubli de Fai(X,A) dans Fon(T o

X ,A), et le deuxième isomorphisme résulte de la
propriété universelle de la limite inductive. L’énoncé est donc démontré.

2.5.6. Définition. — Soit f : X → Y une application continue d’espaces topolo-
giques. Pour tout préfaisceau G sur Y à valeurs dans une catégorie admissible A, le
faisceau f−1(G) est appelé image inverse de G par f . Si X est un sous-ensemble de
Y et si f est l’application d’inclusion, le faisceau f−1(G) est aussi noté G|X , appelé
la restriction du faisceau G à X.

On suppose que l’espace X se réduit à un point y de Y et f : {y} → Y est
l’application d’inclusion. Si F est un préfaisceau sur X à valeurs dans une catégorie
admissible A, on désigne par Fy le faisceau f−1(F ), considéré comme un objet dans
A. Par définition, on a

Fy ∼= lim−→
U3y

F (U),

où U parcourt l’ensemble des ouverts de Y contenant y.

2.5.7. Remarque. — Soient f : X → Y et g : Y → Z deux applications continues
d’espaces topologiques. Si F est un préfaisceau sur X à valeurs dans une catégorie
admissible A, alors on a (gf)∗(F ) = g∗(f∗(F )). Par l’adjonction entre l’image directe
et l’image inverse, on obtient que, pour tout préfaisceau G sur Z à valeurs dans A,
(gf)−1(G) est canoniquement isomorphe à f−1(g−1(G)). En particulier, si X est un
espace topologique et si F est un préfaisceau sur X à valeurs dans A, alors pour tout
x ∈ X on a F a

x
∼= Fx. En effet, si on note j l’application d’inclusion de {x} dans X,

alors
Fx = j−1(F ) = (1Xj)

−1(F ) ∼= j−1(1−1
X (F )) ∼= j−1(F a) = F a

x .

2.6. Espaces annelés et localement annelés

2.6.1. Définition. — On appelle espace annelé tout espace topologique X muni
d’un faisceau d’anneaux OX (c’est-à-dire faisceau surX à valeurs dans la catégorie des
anneaux). S’il n’y a pas d’ambiguïté sur le faisceau d’anneaux, on utilise l’expression
désignant l’espace topologique sous-jacent à l’espace annelé pour représenter toute la
donnée de l’espace annelé. Par exemple, l’espace annelé (X,OX) est simplement noté
comme X s’il n’y a pas d’ambiguïté sur le faisceau d’anneaux OX .

2.6.2. Morphisme d’espaces annelés. — Soient X et Y deux espaces annelés.
On appelle morphisme de X dans Y toute application continue f : X → Y munie
d’un morphisme de faisceaux

f# : OY −→ f∗OX .
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Si X, Y et Z sont trois espaces annelés, et si (f, f#) : X → Y et (g, g#) : Y → Z sont
des morphismes, on définit le composé de (g, g#) et (f, f#) comme (gf, g#g∗(f

#)).
Ainsi les espaces annelés et les morphismes d’espaces annelés forment une catégorie
que l’on note Ea.

2.6.3. Soient f : X → Y un morphisme d’espace annelé, x ∈ X et y = f(x). On
désigne par jx : {x} → X et jy : {y} → Y les applications d’inclusion. Par l’adjonction
entre les foncteurs f∗ et f−1, le morphisme f# : OY → f∗OX de faisceaux sur Y
correspond à un morphisme f# : f−1OY → OX de faisceaux sur X. On obtient alors
un homomorphisme d’anneaux

j−1
x (f#) : j−1

x (f−1(OY )) ∼= j−1
y OY = OY,y −→ j−1

x (OX) = OX,x.

2.6.4. On rappelle qu’un idéal m d’un anneau A est dit maximal si l’anneau quotient
A/m est un corps (i.e. 0 6= 1 et tout élément non-nul est inversible). On dit qu’un
anneau A est local s’il admet un et un seul idéal maximal. Si A est un anneau local
et si m est son idéal maximal, le corps A/m est appelé le corps résiduel de A.

2.6.5. Proposition. — Soient A un anneau local et m son idéal maximal. Tout
élément de A \m est inversible.

Démonstration. — Montrons la contraposition de l’énoncé de la proposition. Soit a
un élément non-inversible de A. L’idéal (a) engendré par a est strictement contenu
dans A, donc est contenu dans l’unique idéal maximal de A. En particulier, on a
a ∈ m.

2.6.6. Si A et B sont deux anneaux locaux, on appelle homomorphisme local de A
vers B tout homomorphisme d’anneaux de A dans B qui envoie l’idéal maximal de A
dans celui de B. Ainsi un homomorphisme local de A dans B induit par passage aux
quotients un homomorphisme du corps résiduel de A dans celui de B.

2.6.7. Soit X un espace annelé. Si, pour tout x ∈ X, l’anneau OX,x est local, on dit
que (X,OX) est un espace localement annelé.

Soient X et Y deux espaces localement annelés. On appelle morphisme d’espace
localement annelés tout morphisme d’espaces annelés f de X dans Y qui induit (cf.
§2.6.3), pour chaque x ∈ X, un homomorphisme local de OY,f(x) dans OX,x. Les
espaces localement annelés et les morphismes d’espaces localement annelés forment
une catégorie que l’on note comme Ela. C’est une sous-catégorie (non pleine) de la
catégorie Ea des espaces annelés.

Soit X un espace localement annelé. Pour tout point x ∈ X, on désigne par κ(x)

le corps résiduel de l’anneau local OX,x. Si U un ouvert de X et s est un élément
de OX(U), pour tout point x ∈ U , on désigne par sx l’image canonique de s dans
l’anneau local OX,x, et par s(x) l’image canonique de s dans le corps résiduel κ(x).
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2.6.8. Proposition. — Soient X un espace localement annelé, U un ouvert de X
et s ∈ OX(U). Alors l’ensemble

D(s) := {x ∈ U | s(x) 6= 0}

est un sous-ensemble ouvert de X. En outre, s|D(s) est un élément inversible de
OX(D(s)).

Démonstration. — Soit x un élément de D(s). Comme OX,x est un anneau local, la
condition s(x) 6= 0 montre que sx est inversible (cf. la proposition 2.6.5). Comme
OX,x = lim−→V 3xOX(V ), il existe un voisinage ouvert V de x, contenu dans U , et un
élément t ∈ OX(V ) tel que s−1

x = tx. Comme sxtx = 1, il existe un un voisinage
ouvert W de x, contenu dans V , tel que s|W t|W = 1. Cela implique que W ⊂ D(s)

car on a syty = 1 pour tout y ∈ W . En outre, en variant le point x ∈ D(s), par
ce procédé on obtient un recouvrement ouvert (Wx)x∈D(s) de D(s) tel que s|Wx soit
inversible dans OX(Wx). Si x et y sont deux points de D(s), on a

(s|Wx)−1|Wx∩Wy = (s|Wy )−1|Wx∩Wy

car ils sont tous l’inverse de s|Wx∩Wy
. Comme OX est un faisceau, on obtient donc

un unique élément t ∈ OX(D(s)) tel que t|Wx = s|−1
Wx

pour tout x ∈ D(s). L’élément
t est donc l’inverse de s dans l’anneau OX(D(s)).

2.7. Spectre premier d’un anneau

Dans ce paragraphe, tout anneau est supposé être commutatif et unifère.

2.7.1. Spectre premier. — Soit A un anneau. On dit que d’un idéal p de A est
premier si l’ anneau quotient A/p est intègre (i.e. les élément d’unité et nul sont
différents, et le produit de deux éléments non-nuls reste encore non-nul). On désigne
par Spec(A) l’ensemble des idéaux premiers de A, appelé le spectre premier de A.

On convient que, dans un anneau intègre, l’élément nul et l’élément unité ne sont
pas égaux. Par conséquent, quand on parle d’un idéal premier, on exclut l’idéal qui
s’identifie à l’anneau lui-même. En particulier, si A est l’anneau nul (i.e. les éléments
unité et neutre de A sont identiques), alors le spectre de A est l’ensemble vide.

Par définition, un idéal p de A est premier si et seulement si l’ensemble A \ p est
une famille multiplicative de A, autrement dit, A \ p contient l’élément unité et est
stable par multiplication.

2.7.2. Fonctorialité du spectre premier. — Soit f : A → B un morphisme
d’anneaux. Si q est un idéal de B, alors f−1(q) est le noyau de l’homomorphisme
d’anneaux composé

A
f // B

π // B/q .
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Ainsi f induit par passage au quotient un homomorphisme injectif d’anneaux de
A/f−1(q) dans B/q. En particulier, si B/q est un anneau intègre, alors il en est de
même de A/f−1(q). Cela montre que q 7→ f−1(q) définit une application de Spec(B)

vers Spec(A) que l’on notera comme rf (la réciproque de f).
Les propriétés élémentaires de la correspondance réciproque montre que,

(1) si f est le morphisme d’identité d’un anneau A, alors rf est l’application d’identité
de Spec(A) dans lui même,

(2) si f et g sont deux morphismes d’anneaux composables, alors on a r(g◦f) = rf ◦rg.

Ainsi le procédé d’associer à un anneau A son spectre Spec(A) et à un morphisme
d’anneaux f l’application rf définit un foncteur de la catégorie opposée des anneaux
An◦ dans la catégorie des ensembles.

2.7.3. Proposition. — Soit f : A→ B un morphisme d’anneaux qui est surjectif,
alors l’application rf : Spec(B)→ Spec(A) est injective.

Démonstration. — Comme f est une application surjective, si q1 et q2 sont deux
idéaux distincts (ou plus généralement deux sous-ensembles distincts) de B, alors on
a f−1(q1) 6= f−1(q2). Le résultat est donc démontré.

2.7.4. Définition. — Soient A un anneau et a un idéal de A. On désigne par V (a)

l’image de Spec(A/a) dans Spec(A) par l’application injective rπ (voir la proposition
2.7.3 pour l’injectivité), où π : A → A/a est l’homomorphisme de projection. En
d’autres termes, un idéal premier p de A est dans V (a) si et seulement si p ⊃ a. Par
définition, V ({0}) = Spec(A) et V (A) = ∅.

2.7.5. Proposition. — Soient a et b deux idéaux de A. Si a ⊂ b, alors V (b) ⊂
V (a).

Démonstration. — Comme a ⊂ b, tout idéal premier de A contenant b contient né-
cessairement a. Le proposition est donc démontrée.

2.7.6. Proposition. — Soit A un anneau.

(1) Si a et b sont deux idéaux de A, alors (2) V (a) ∪ V (b) = V (ab), où ab est l’idéal
de A engendré par {xy |x ∈ a, y ∈ b}.

(2) Si (ai)i∈I est une famille d’idéaux de A et si a est la somme des ai (c’est-à-dire
l’intersection de tous les idéaux contenant

⋃
i∈I ai), alors on a V (a) =

⋂
i∈I V (ai).

2. On peut montrer que l’égalité V (a) ∪ V (b) = V (a ∩ b) est aussi vérifiée. La démonstration est
très similaire.
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Démonstration. — (1) D’après la proposition 2.7.5, on a V (ab) ⊃ V (a) ∪ V (b). Il
suffit donc de vérifier V (ab) ⊂ V (a) ∪ V (b). Soit p un idéal premier de A contenant
ab. S’il ne contient ni a ni b, alors il existe deux éléments x et y de A qui sont dans
a \ p et b \ p respectivement. On a alors xy ∈ ab. Cependant, comme p est un idéal
premier, on a xy 6∈ p. Cela est absurde car ab ⊂ p.

(2) Un idéal premier p de A contient a si et seulement s’il contient tous les idéaux
ai. L’énoncé est donc vrai.

2.7.7. Définition. — La proposition 2.7.6 et les relations V ({0}) = Spec(A) et
V (A) = ∅ montrent que la famille des D(a) := V (a)c où a parcourt l’ensemble des
idéaux de A forment une topologie sur l’ensemble SpecA. On l’appelle la topologie de
Zariski sur Spec(A).

Si a = Af est un idéal principal de A, on utilise l’expression D(f) pour désigner
l’ouvert D(a) de Spec(A). Les ensembles de la forme D(f), f ∈ A forment une base
de topologie de Spec(A). En effet, si a est un idéal de A, par la proposition 2.7.6 on
obtient que V (a) =

⋂
f∈a V (Af) et donc D(a) =

⋃
f∈AD(f).

2.7.8. Soient A un anneau et p un idéal premier de A. L’adhérence de {p} pour la
topologie de Zariski dans SpecA est V (p). En particulier, p est un idéal maximal si et
seulement si V (p) = {p}, ou de façon équivalente, p est un point fermé dans SpecA.

2.7.9. Proposition. — Soient f : A→ B un morphisme d’anneaux. L’application
rf : Spec(B)→ Spec(A) est continue par rapport aux topologies de Zariski sur Spec(A)

et Spec(B) respectivement.

Démonstration. — Soit a un idéal de A. On a (rf)−1(V (a)) = V (f(a)B) car un idéal
premier q de B contient f(a)B si et seulement si rf(q) ⊃ a, d’où le résultat.

2.7.10. Localisation. — Soient A un anneau et S une partie de A. On dit que S est
une famille multiplicative de A si 1 ∈ S et si S est stable par la multiplication. On voit
aussitôt que, si p est un idéal premier de A, alors A \ p est une famille multiplicative
de A.

Étant donnés un anneau A et une famille multiplicative S de A, on peut considérer
S comme une catégorie petite dont l’ensemble des objets est S. Si s et t sont deux
élément de S, l’ensemble HomS(s, t) consiste des éléments u ∈ S tels que t = su. La
composition des flèches provient de la loi de multiplication de l’anneau A : si r, s et
t sont trois éléments de S et u, v sont deux éléments de S tels que s = ru et t = sv,
alors la loi de composition

HomS(r, s)×HomS(s, t)→ HomS(r, t)

envoie (u, v) en uv. Si (r, s) est un couple d’éléments de S, alors r
s // rs et

s
r // rs sont des morphismes vers rs. En outre, si r

u //
v
// s sont deux flèches
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parallèles, alors s
r // rs est une flèche telle que r ◦ u = r ◦ v dans la catégorie

S. Cela montre que la catégorie S est filtrante. Si M est un A-module, on définit un
foncteur FS,M de la catégorie S vers celle des A-modules qui envoie tout élément de
S en M et envoie toute flèche r

u // s en l’homothétie u : M → M . Le procédé
d’associer à tout A-module M le foncteur FS,M définit un foncteur de la catégorie
A-Mod des A-modules vers la catégorie des foncteurs Fon(S,A-Mod).

Soient A un anneau, S une famille multiplicative de A et M un A-module. On
désigne par S−1M ou M [S−1] la limite inductive du foncteur FS,M , appelée la loca-
lisation de M par rapport à S. On appelle homomorphisme canonique de M dans
S−1M le morphisme universel de M = FS,M (1) dans lim−→FS,M .

Le procédé d’associer à tout A-moduleM sa localisation S−1M définit un foncteur
de la catégorie des A-modules dans lui-même.

2.7.11. Proposition. — Soient A un anneau et S une famille multiplicative de A.
Le foncteur S−1 : A-Mod → A-Mod préserve les limites inductives et les limites
projectives finies.

Démonstration. — On désinge par FS le foncteur de A-Mod dans la catégorie des
foncteurs Fon(S,A-Mod) qui envoie chaque A-module M en le foncteur FS,M . Le
foncteur S−1 s’écrit donc comme le foncteur composé lim−→◦FS . Le foncteur FS duplique
les modules et morphismes, donc préserve les limites inductives et projectives. Enfin,
comme S est une catégorie filtrante, le foncteur lim−→ : Fon(S,A-Mod) préserve les
limites inductives et les limites projectives finies. Le résultat est donc achevé.

2.7.12. Proposition. — Soient A un anneau, S une famille multiplicative de A et
M et N deux A-modules. Alors S−1M⊗AN est naturellement isomorphe à S−1(M⊗A
N).

Démonstration. — Le foncteur ⊗AN de A-Mod dans lui-même admet un adjoint à
droite (cf. l’exemple 1.8.2.(b)), donc préserve les limites inductives. En particulier, il
préserve les localisations.

2.7.13. Construction explicite de la localisation. — Il est utile de préciser la
construction de la localisation. Soient A un anneau, S une famille multiplicative de A
et M un A-module. Le module S−1M s’écrit comme l’ensemble des quotients formels
x/s avec s ∈ S et x ∈M , modulo la relation d’équivalence suivante :

(2.17)
x

s
∼ y

t
⇐⇒ ∃u ∈ S, u(tx− sy) = 0.

Par abus de notation, on utilise encore l’expression x/s pour désigner sa classe d’équi-
valence dans l’espace quotient S−1M . Les lois d’addition et de multiplication par un



50 CHAPITRE 2. FAISCEAUX ET ESPACES ANNELÉS

scalaire sont définies de façon naturelle :

∀ s, t ∈ S, x, y ∈M,
x

s
+
y

t
=
tx+ sy

st
,

∀ a ∈ A, s ∈ S, x ∈M a · x
s

=
ax

s
.

L’homomorphisme naturel de M vers S−1M envoie x ∈ M en la classe de x/1. On
voit aussitôt que S−1M réduit au module nul dès que S contient un annihilateur (3)

de M . Dans le cas particulier où M est l’anneau A, le A-module S−1A admet une
structure d’anneau commutatif, dont la loi de multiplication est

a

s
· b
t

=
ab

st
, a, b ∈ A, s, t ∈ S.

En outre, l’homomorphisme naturel de A vers S−1A est en fait un morphisme d’an-
neaux. D’après la proposition 2.7.12, on obtient S−1M ∼= S−1A ⊗A M pour tout
A-module M .

Dans le cas particulier où l’anneau A est intègre et S ne contient pas l’élément
neutre, la relation d’équivalence définissant la localisation S−1A se simplifie comme

(2.18)
a

s
∼ b

t
⇐⇒ tb− sa = 0.

On est donc dans une situation similaire à la construction des nombres rationnels à
partir de l’anneau des entiers naturels. On obtient ainsi le résultat suivant :

2.7.14. Proposition. — Si A est un anneau intègre et si S est une famille multi-
plicative de A qui ne contient pas 0, alors S−1A est aussi un anneau intègre.

Démonstration. — La relation (2.18) montre que les éléments unité et neutre de S−1A

sont différents. Soient a/s et b/t deux éléments de S−1A tels que (a/s)·(b/t) = ab/st =

0. D’après (2.18) on obtient ab = 0, qui implique a = 0 ou b = 0. On a alors a/s = 0

ou b/t = 0. Cela montre que S−1A est un anneau intègre.

2.7.15. Théorème. — Soient A un anneau et S une famille multiplicative de A.
On désigne par f : A → S−1A l’homomorphisme qui envoie a ∈ A en a/1. Alors
l’application continue rf : Spec(S−1A) → Spec(A) est injective et définit un homéo-
morphisme entre Spec(S−1A) et son image dans Spec(A), qui s’identifie à l’ensemble
des p ∈ SpecA qui ne rencontrent pas S.

3. On dit qu’un élément a ∈ A est un annihilateur de M si la relation ax = 0 est vérifiée pour
tout élément x ∈ M .
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2.7.16. Lemme. — On garde les notations du théorème. Si I est un idéal de S−1A

et si a = f−1(I), alors I = S−1a.

Démonstration. — Comme le foncteur S−1 préserve les limites projectives finies, par
la proposition 2.3.4 on obtient que S−1a est un sous-S−1A-module de S−1A (c’est-à-
dire un idéal de S−1A). On a nécessairement S−1a ⊂ I car

a = {a ∈ A | a/1 ∈ I}.

Réciproquement, si a/s est un élément de I, alors on a a ∈ a puisque a/1 = (a/s) ·
(s/1) ∈ I. On obtient donc a/s ∈ S−1a, d’où I ⊂ S−1a.

Démonstration du théorème 2.7.15. — D’après la proposition 2.7.11, on a

S−1A/S−1p ∼= S−1(A/p) ∼= S̄−1(A/p),

où S̄ désigne l’image de S dans A/p. La proposition 2.7.14 montre que S−1p est un
idéal premier de S−1A lorsque S ∩ p = ∅. Dans le cas contraire, on a S−1p = S−1A.

On désigne par Σ(S) la partie de Spec(A) des idéaux premiers p vérifiant la condi-
tion S ∩ p = ∅. Le raisonnement au-dessus montre que p 7→ S−1p définit une appli-
cation de Σ(S) vers Spec(S−1A) que l’on note comme ϕ. D’après le lemme 2.7.16,
l’application composée ϕ ◦ rf est l’application d’identité de Spec(S−1A).

Si p est un idéal premier de A, f−1(S−1p) est l’idéal de A qui consisite des éléments
a ∈ A tels que a/1 ∈ S−1A puisse s’écrire sous la forme b/s avec b ∈ p et s ∈ S. Cette
condition implique que a ∈ p car S ∩ p = ∅. Cela montre que rf(S−1p) = p lorsque
p ∈ Σ(S). L’application composée rf ◦ ϕ est donc l’application d’identité de Σ(S).
Ainsi rf définit une bijection de Spec(S−1A) vers son image, qui s’identifie à Σ(S).

Pour montrer que rf définit un homeomorphisme de Spec(S−1A) vers Σ(S) (muni
de la topologie induite), il suffit de vérifier que rf est une application fermée. Pour cela
on considère un idéal I de S−1A. D’après le lemme 2.7.16, on obtient que I = S−1a, où
a = f−1(I). Tout idéal premier P ∈ Spec(S−1A) contient I si et seulement si rf(P) ⊃
a. En effet, si P ⊃ I, alors on a rf(P) = f−1(P) ⊃ f−1(I) = a. Réciproquement, si
rf(P) ⊃ a, alors P = S−1(rf(P)) ⊃ S−1(a) = I. On obtient donc rf(V (I)) = V (a).
Le résultat est ainsi démontré.

2.7.17. Corollaire. — Si p est un idéal premier d’un anneau A et si S est la famille
multiplicative A \ {p}, alors S−1A est un anneau local.

Démonstration. — D’après le théorème 2.7.15, l’espace Spec(S−1A) est homéo-
morphe au sous-ensemble Σ(S) de SpecA des idéaux premiers contenu dans p. Donc
S−1p est le seul point fermé de Spec(S−1A) (cf. §2.7.8), d’où S−1A admet un unique
idéal maximal.
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2.7.18. Soit A un anneau. On définit dans ce sous-paragraphe un faisceau d’anneaux
sur Spec(A) de sorte que Spec(A) devienne un espace localement annelé. On démontre
ensuite que le spectre premier définit en fait un foncteur pleinement fidèle de la
catégorie opposée des anneaux dans la catégorie des espaces localement annelés.

Si U est un ouvert de Spec(A), on désigne par SU l’ensemble

A \
⋃
p∈U

p.

C’est une famille multiplicative de A. Si U et U ′ sont deux sous-ensembles ouverts de
Spec(A) tels que U ⊂ U ′, alors on a SU ′ ⊂ SU . La propriété universelle de la limite
inductive induit un homomorphisme d’anneaux de S−1

U ′ A dans S−1
U A, Ainsi U 7→ S−1

U A

définit un préfaisceau d’anneaux sur l’espace topologique Spec(A) que l’on note PfA.
On désigne par Ã le faisceau d’anneaux associé au préfaisceau PfA : U 7→ S−1

U A.

2.7.19. Proposition. — Pour tout anneau A, le couple (Spec(A), Ã) est un espace
localement annelé.

Démonstration. — Soit p un idéal premier de A. Par définition, Ãp s’identifie à
lim−→U3p S

−1
U A. On a

(2.19)
⋃
U3p

SU = A \ p.

En effet, par définition on a SU ⊂ A \ p lorsque p ∈ U . Réciproquement, si f est
un élément de A \ p, alors p 6∈ V (Af). Soit U = SpecA \ V (Af). Pour tout idéal
premier q dans U , on a f 6∈ q. Donc f ∈ SU . On déduit donc de la relation (2.19) que
Ãp
∼= Ap := (A \ p)−1A, qui est un anneau local (voir le corollaire 2.7.17).

2.7.20. La correspondance A 7→ (Spec(A), Ã) définit un foncteur de la catégorie
opposée des anneaux Ano dans la catégorie Ela des espaces localement annelés. En
effet, si ϕ : A → B est un homomorphisme d’anneaux et si U est un ouvert de
Spec(A), alors on a ϕ(s) ∈ Srϕ−1(U) pour tout s ∈ SU . En effet, si ϕ(s) 6∈ Srϕ−1(U),
alors il existe un idéal premier q de B tel que ϕ−1(q) ∈ U et que ϕ(s) ∈ q. On en
déduit que s 6∈ SU car s ∈ ϕ−1(q). La propriété universelle de limite inductive induit
alors un homomorphisme d’anneaux de S−1

U A dans S−1
rϕ−1(U)B. Cette construction est

fonctorielle en U et définit un morphisme de préfaisceaux d’anneaux de PfA dans
rϕ∗(PfB). La composée de ce morphisme avec le morphisme canonique rϕ∗(PfB) →
rϕ∗(B̃) induit un morphisme de faisceaux Ã → rϕ∗(B̃). En outre, si q est un idéal
premier de B et p = rϕ(q), alors l’homomorphisme ϕq : Ap → Bq est local car il
envoie pAp dans ϕ(p)Bq ⊂ qBq.
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2.7.21. Théorème. — Le foncteur Spec de la catégorie opposée des anneaux Ano

dans la catégorie Ela des espaces localement annelés est adjoint à droite du fonc-
teur qui envoie chaque espace localement annelé X sur l’anneau OX(X). En d’autre
termes, on a une bijection

Ela(X,SpecA) −→ An(A,OX(X))

qui est fonctorielle en X ∈ Elao et A ∈ Ano.

Démonstration. — Soient X un espace localement annelé, A un anneau et Φ : X →
SpecA un morphisme d’espace localement annelé. Le morphisme de faisceaux d’an-
neaux Φ# : Ã → Φ∗(OX) induit un homomorphisme d’anneaux A → OX(X). On
obtient ainsi une application qui est fonctoriel en X et en A

Ela(X,SpecA) −→ An(A,OX(X)) = Ano(OX(X), A).

Réciproquement, étant donné un homomorphisme d’anneaux φ : A→ OX(X), on
considère l’application g : X → SpecA qui envoie x ∈ X en le noyau de l’homomor-
phisme composé

A −→ OX(X) −→ OX,x/mx,

où mx est l’unique idéal maximal de OX,x. Si a est un idéal de A, alors g(x) ∈ D(a)

si et seulement s’il existe f ∈ a tel que φ(f)(x) 6= 0. Cela montre que

g−1(D(a)) =
⋃
f∈a

D(φ(f))

est un ouvert. Donc g est une application continue. En outre, l’homomorphisme com-
posé

A
φ // OX(X) // OX(g−1(D(a)))

se factorise de façon unique par S(a)−1A. On obtient donc un morphisme du préfais-
ceau D(a) 7→ S(a)−1A vers g∗OX , qui induit un morphisme de faisceaux Ã→ g∗OX .
On obtient ainsi un morphisme d’espaces annelé. En outre, pour tout x ∈ X, l’homo-
morphisme d’anneaux Ag(x) → OX,x est un homomorphisme local.

2.7.22. Corollaire. — L’objet terminal de la catégorie Ela est SpecZ.

Démonstration. — Soit X un espace localement annelé. On a

Ela(X,SpecZ) ∼= Ano(OX(X),Z) = An(Z,OX(X)),

qui ne contient qu’un seul élément.
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2.7.23. Corollaire. — Soient A un anneau, et B et C deux algèbres. On a

Spec(B ⊗A C) ∼= SpecB ×SpecA SpecC.

dans la catégorie des espaces localement annelés

Démonstration. — L’anneau B ⊗A C est le coproduit cofibré de A → B et A → C

dans la catégorie An des anneaux, et donc est le produit fibré de B → A et C → A

dans la catégorie opposée. Comme le foncteur Spec est adjoint à gauche, il préserve les
limites projectives. En particulier, on a Spec(B ⊗A C) ∼= SpecB ×SpecA SpecC.


