
CHAPITRE 3

CATÉGORIES ABÉLIENNES

3.1. Catégorie admettant un objet nul

3.1.1. Objet nul. — Soit C une catégorie. On dit qu’un objet C est un objet nul
s’il est à la fois un objet initial et un objet terminal. Si C est une catégorie qui admet
un objet nul, on désigne par 0 un objet nul de C.

Si A et B deux objets de C, il existe un et un seulement morphisme de A sur B,
qui se factorise par l’objet nul 0. Ce morphisme est appelé morphisme nul de A sur
B, noté 0AB , ou 0 en abrégé. La composition de tout morphisme avec un morphisme
nul est nécessairement un morphisme nul car elle se factorise par l’objet nul.

3.1.2. Noyau et conoyau d’un morphisme. — Soit C une catégorie admet un
objet nul.

Si f est un morphisme de A sur B, on appelle noyau de f le noyau du diagramme
(pourvu que ce noyau du diagramme existe)

A
f //
0
// B

noté Ker(f). Si i : Ker(f) → A est le morphisme canonique, on a fi = 0. En outre,
si g : C → A est un morphisme tel que fg = 0, alors g se factorise de façon unique
par i : Ker(f)→ A. Le morphisme i est en fait caractérisé par ces propriétés, compte
tenu de la propriété universelle du noyau.

On appelle conoyau de f le conoyau du diagramme (pourvu que ce conoyau du
diagramme existe)

A
f //
0
// B

noté Coker(f). Si π : B → Coker(f) est le morphisme canonique, on a πf = 0.
En outre, si g : B → C est un morphisme tel que gf = 0, alors g se factorise de
façon unique par π : B → Coker(f). D’après la propriété universelle du conoyau, le
morphisme π est caractérisé par ces propriétés.
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Soit f : A → B un morphisme dans la catégorie C. Si f est un monomorphisme,
alors son noyau est le morphisme nul 0 → A ; si f est un épimorphisme, alors son
conoyau est le morphisme nul B → 0.

3.1.3. Proposition. — Soient C une catégorie qui admet un objet nul et f : A→ B

un morphisme dans C.
(1) On suppose que f admet un noyau i : Ker(f) → A. Alors le morphisme i est un

monomorphisme.

(2) On suppose que f admet un conoyau π : B → Coker(f). Alors le morphisme π
est un épimorphisme.

Démonstration. — (1) Soient A′ un objet de C et α, β : A′ → Ker(f) deux mor-
phismes tels que iα = iβ. On a fiα = fiβ = 0. Par la propriété universelle du noyau,
on obtient α = β.

(2) Soient B′ un objet de C et a, b : Coker(f) → B′ deux morphismes tels que
aπ = bπ. On a aπf = bπf = 0. Par la propriété universelle du conoyau, on obtient
a = b.

3.1.4. Proposition. — Soit C une catégorie qui admet un objet nul. Soient g : C →
B et h : A→ C des morphismes dans C, et f = gh.

(1) On suppose que f admet un noyau i : K → A et que hi = 0,

C
g

��@
@@

@@
@@

@

K
i // A

f
//

h

??~~~~~~~~
B

alors i est le noyau du morphisme h. En particulier, si g est un monomorphisme,
alors i est le noyau du morphisme h.

(2) On suppose que f admet un conoyau π : B →M et que πg = 0,

C
g

��@
@@

@@
@@

@

A
f

//

h

??~~~~~~~~
B

π
// M

alors π est le conoyau du morphisme g. En particulier, si h est un épimorphisme,
alors π est le conoyau de g.

Démonstration. — (1) Soit ϕ : X → A un morphisme dans la catégorie C tel que
hϕ = 0. On a fϕ = ghϕ = 0. Donc ϕ se factorise de façon unique par i : K → A. On
obtient alors que i est le noyau du morphisme h. Si g est un homomorphisme, alors
hi = 0 car ghi = fi = 0. Donc i est le noyau du morphisme h.

(2) provient de (1) par passage à la catégorie opposée.
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3.1.5. Corollaire. — Soient C une catégorie admettant un objet nul 0, et f : A→ B

un morphisme de C.
(1) On suppose que f admet un noyau i : K → A et que i admet un conoyau p : A→

C. Alors i est le noyau de p.

(2) On suppose que f admet un conoyau π : B → D et que π admet un noyau
j : M → B. Alors π est le conoyau de j.

Démonstration. — (1) Comme fi = 0 et comme p est le conoyau de i, il existe un
unique morphisme g : C → B tel que f = gp. Comme gi = 0 et comme i est le noyau
de f , d’après la proposition 3.1.4 (1), on obtient que i est le noyau de p.

(2) provient de (1) par passage à la catégorie opposée.

3.1.6. Image et coimage. — Soient C une catégorie qui admet un objet nul, et
f : X → Y un morphisme dans C. On suppose que f admet un noyau et que le noyau
de f admet un conoyau. On appelle coimage de f le conoyau de son noyau, noté
Coim(f). D’après la proposition 3.1.3, le morphisme canonique X → Coim(f) est un
épimorphisme. D’après le corollaire 3.1.5, Ker(f) est aussi le noyau du morphisme
canonique X → Coim(f).

On suppose que le morphisme f admet un conoyau et que le conoyau de f admet
un noyau. On appelle image de f le noyau de son conoyau, noté Im(f). D’après
la proposition 3.1.3, le morphisme canonique Im(f) → Y est un monomorphisme.
D’après le corollaire 3.1.5, Coker(f) est aussi le conoyau du morphisme canonique
Im(f)→ Y .

On suppose que f admet une image et une coimage. Soit i : Ker(f)→ X, π : Y →
Coker(f), p : X → Im(f) et j : Coim(f)→ Y des morphismes canoniques.

Ker(f) //
i // X

p

����

f // Y
π // // Coker(f)

Coim(f)
ϕ
// Im(f)

OO
j

OO

Comme fi = 0, il existe un unique morphisme g : Coim(f) → Y tel que f = gp.
Comme πf = πgp = 0 et p est un épimorphisme (cf. la proposition 3.1.3), on a
πg = 0. Il existe donc un unique morphisme ϕ : Coim(f)→ Im(f) tel que jϕp = f .

3.1.7. Suite exacte. — Soient C une catégorie qui admet un objet nul 0 et

(3.1) X
f // Y

g // Z

un diagramme de morphismes de C. On dit que la suite (3.1) est exacte en Y si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) gf = 0 ;

(2) le morphisme f admet une image et le morphisme g admet un noyau ;
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(3) le morphisme canonique de l’image de f sur le noyau de g est un isomorphisme.

On explique la construction du morphisme canonique de l’image de f sur le noyau de
g évoqué dans la condition (3) :

Ker(g)

""F
FF

FF
FF

F
Coker(f)

ϕ

��
X f // Y

π

::vvvvvvvvv
g // Z

Im(f)

i

<<xxxxxxxx

∃!

GG

Soit π le conoyau de f . Comme gf = 0, il existe un unique morphisme ϕ : Coker(f)→
Z tel que g = ϕπ. Par définition, le noyau i du morphisme π est l’image de f . On a
gi = ϕπi = 0. Donc le morphisme i se factorise de façon unique par le noyau de g.

En général, on dit qu’un diagramme

X0
f0 // X1

f1 // · · ·
fn−1 // Xn

fn // Xn+1

est une suite exacte si, pour tout k ∈ {1, . . . , n}, le diagramme

Xk−1

fk−1 // Xk
fk // Xk+1

est exact en Xk.

3.2. Catégorie additive

3.2.1. Définition. — On appelle catégorie additive toute catégorie A qui satisfait
aux conditions suivantes :

(1) la catégorie A admet un objet nul ;

(2) pour tous objets A et B de A, l’ensemble A(A,B) est muni d’une structure de
groupe abélien dont la loi de composition est noté additivement ;

(3) la composition de A est bilinéaire par rapport aux additions ;

(4) toute famille finie d’objets dans A admet un coproduit.

Si (Ai)
n
i=1 est une famille finie d’objets de A, on désigne par A1 ⊕ · · · ⊕ An le

coproduit des Ai.

3.2.2. Proposition. — Soient A une catégorie additive, et A et B deux objets de
A. Alors l’élément nul de HomA(A,B) est l’élément neutre de ce groupe abélien.

Démonstration. — Soient 0 l’élément nul de HomA(A,B). Pour tout élément f ∈
HomA(B,B), on a f0 = 0 car le morphisme f0 se factorise par l’objet nul. En
particulier, on a 0 = (1B + 1B)0 = 1B0 + 1B0 = 0 + 0. D’où 0 est l’élément neutre du
groupe abélien HomA(A,B).
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3.2.3. Corollaire. — Soient A une catégorie additive et f : A→ B un morphisme
dans A.
(1) f est un monomorphisme si et seulement si son noyau est le morphisme nul

0→ A ;

(2) f est un épimorphisme si et seulement si son conyau est le morphisme nul B → 0.

Démonstration. — (1) On suppose d’abord que f est un monomorphisme. Soit ϕ :

C → A un morphisme tel que fϕ = 0 = f0. Comme f est un monomorphisme, on
obtient ϕ = 0, i.e., ϕ se factorise de façon unique par 0→ A. Cela montre que 0→ A

est le noyau du morphisme f .
Réciproquement, on suppose que 0 → A est le noyau du morphisme f . Soient C

un objet de A et g1, g2 deux morphismes de C sur A tels que fg1 = fg2. On a
f(g1 − g2) = fg1 − fg2 = 0, qui implique que g1 − g2 = 0, i.e., g1 = g2. Cela montre
que le morphisme f est un monomorphisme.

(2) résulte de (1) par passage à la catégorie opposée.

3.2.4. Proposition. — Soient A une catégorie additive et (Ai)
n
i=1 une famille finie

d’objets de A. Alors A1⊕· · ·⊕An est aussi le produit des Ai. En particulier, la catégorie
opposée d’une catégorie additive est aussi une catégorie additive.

Démonstration. — Pour tout couple (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, soit δij l’élément nul de
HomA(Ai, Aj) si i 6= j, le morphisme 1Ai si i = j. Par la propriété universelle du
coproduit, pour tout i ∈ {1, . . . , n} il existe un unique morphisme πi : A1⊕· · ·⊕An →
Ai tel que πiθj = δij pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, où θj : Aj → A1 ⊕ · · · ⊕An est le
morphisme canonique. Pour tout j ∈ {1, . . . , n}, on a

(θ1π1 + · · ·+ θnπn)θi =

n∑
j=1

θjδij = θi.

Par la propriété universelle du coproduit, on a

(3.2) θ1π1 + · · ·+ θnπn = 1A1⊕···⊕An

Soient B un objet de A et (fi : B → Ai)
n
i=1 une famille de morphisme. On montre

que f = θ1f1 + · · · + θnfn est l’unique morphisme de B vers A1 ⊕ · · · ⊕ An tel que
πif = fi pour tout i ∈ {1, . . . , n}. D’abord, on a

πif = πi(θ1f1 + · · ·+ θnfn) =

n∑
j=1

δijfj = fi.

En outre, si g : B → A1 ⊕ · · · ⊕ An est un morphisme tel que πig = fi pour tout i,
d’après (3.2) on a

g =

n∑
i=1

θiπig =

n∑
i=1

θifi = f.

Donc A1 ⊕ · · · ⊕An est le produit des Ai.
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3.2.5. Soient A et B deux catégorie additive. On dit qu’un foncteur F : A → B
est additive si, pour tout couple (A,A′) d’objets de A, l’application A(A,A′) →
B(F (A), F (A′)), qui envoie f sur F (f), est un morphisme de groupes.

3.2.6. Morphisme associé à une matrice. — Soit A une catégorie additive. On
suppose que n et m sont deux entiers positifs, et (Ai)

n
i=1 et (Bj)

m
j=1 sont deux familles

d’objets de A. Pour tout (i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . ,m}, soit fij un morphisme de
Ai vers Bj . Comme B1 ⊕ · · · ⊕ Bm est le produit des Bj , les morphismes (fi,j)

m
j=1

détermine un morphisme fi de Ai vers B1 ⊕ · · · ⊕ Bm. Comme A1 ⊕ · · · ⊕ An est le
coproduit des Ai, les morphismes (fi)

n
i=1 détermine un morphisme f de A1⊕· · ·⊕An

vers B1 ⊕ · · · ⊕Bm. On l’appelle morphisme associé à la matrice

Mf =


f1,1 f2,1 · · · fn,1
f1,2 f2,2 · · · fn,2
...

...
. . .

...
f1,m f2,m · · · fn,m


Si (Ck)pk=1 est une autre famille d’objets de A, Mg = (gj,k)nj=1

p
k=1 une matrice

de morphismes, où gj,k est un morphisme de Bj vers Ck, et g : B1 ⊕ · · · ⊕ Bm →
C1 ⊕ · · · ⊕Cp le morphisme associé à la matrice Mg, alors le morphisme composé gf
est le morphisme associé à la matrice produit MgMf .

3.2.7. Proposition. — Soient A une catégorie additive et

Z
u //

v

��

X

f

��
Y

g
// S

un diagramme de morphismes de A.

(1) Le diagramme est cartésien si et seulement si
(
u
v

)
: Z → X ⊕ Y est le noyau de

(f,−g) : X ⊕ Y → S.

(2) Le diagramme est cocartésien si et seulement si (f, g) : X⊕Y → S est le conoyau
de
(
u
−v
)

: Z → X ⊕ Y .

Démonstration. — (1) Soient W un objet de A et α : W → X, β : W → Y deux
morphismes, qui détermine un morphisme

(
α
β

)
deW dans X⊕Y . La relation fα = gβ

est équivalente à fα − gβ = (f,−g)
(
α
β

)
= 0. En outre, si γ est un morphisme de W

dans Z, la condition “uγ = α et vγ = β” est équivalente à
(
u
v

)
γ =

(
α
β

)
. Par les

propriétés universelles de produit fibré et de noyau, on obtient le résultat.
(2) provient de (1) par passage à la catégorie opposée.



3.2. CATÉGORIE ADDITIVE 61

3.2.8. Proposition. — Soient A une catégorie additive et

(3.3)

Z
u //

v

��

X

f

��
Y

g
// S

un diagramme de morphismes de A.
(1) On suppose que le diagramme est cartésien. Alors le morphisme canonique de

Ker(v) dans Ker(f) est un isomorphisme. En particulier, v est un monomor-
phisme si et seulement si f est un monomorphisme.

(2) On suppose que le diagramme est cocartésien. Alors le morphisme canonique de
Coker(v) dans Coker(f) est un isomorphisme. En particulier, v est un épimor-
phisme si et seulement si f est un épimorphisme.

Démonstration. — (1) On désigne par ψ : Ker(v)→ Ker(f) le morphisme canonique.
C’est l’unique morphisme tel que iψ = uk, où i : Ker(f)→ X et k : Ker(v)→ Z sont
des morphismes canoniques.

Ker(v)
ψ //

k

��

Ker(f)

i

��
Z

u //

v

��

X

f

��
Y

g
// S

Montrons que iψ : Ker(v)→ X vérifie la propriété universelle qui définit le noyau de
f , qui implique que ψ est un isomorphisme. D’abord on a fiψ = 0ψ = 0. En outre,
si W est un morphisme de A et si α : W → X est un morphisme tel que fα = 0,
comme le diagramme (3.3) est cartésien, il existe un unique morphisme j : W → Z

tel que α = uj et vj = 0. Il existe alors un unique morphisme β : W → Ker(v) tel
que kβ = j.

W α

��

0

##

j

  
Z

u //

v

��

X

f

��
Y

g
// S

.

On obtient que β est unique morphisme tel que α = uj = ukβ = iψβ.
Le second énoncé est une conséquence du premier et du corollaire 3.2.3.
(2) provient de (1) par passage à la catégorie opposée.
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3.3. Catégorie abélienne

3.3.1. Définition. — On appelle catégorie abélienne toute catégorie additive A qui
satisfait aux conditions suivantes :

(1) tout morphisme dans A admet un noyau et un conoyau ;

(2) tout monomorphisme dans A est le noyau de son conoyau ;

(3) tout épimorphisme dans A est le conoyau de son noyau.

On observe de la définition que, si A est une catégorie abélienne, alors il en est de
même de Ao.

3.3.2. Proposition. — Soit A une catégorie abélienne et f : A→ B un morphisme
dans A. Alors f est un isomorphisme si et seulement s’il est un monomorphisme et
un épimorphisme.

Démonstration. — Comme f est un épimorphisme, son conoyau est l’objet nul.
Comme A est une catégorie abélienne et f est un monomorphisme, on obtient que f
est le noyau du morphisme nul B → 0. En particulier, il existe un unique morphisme
g : B → A tel que fg = 1B . Par un argument similaire, on peut montre qu’il existe
un morphisme h : B → A tel que hf = 1A. On en déduit que g = h et que f est un
morphisme inversible.

3.3.3. Proposition. — Soient A une catégorie abélienne et f : A → B un mor-
phisme dans A. Alors le morphisme canonique Coim(f) → Im(f) est un isomor-
phisme.

Démonstration. — On considère le diagramme

Ker(f) //
i // X

p

����

f // Y
π // // Coker(f)

Coim(f)
ϕ
// Im(f)

OO
j

OO

où i, j, p, π et ϕ sont des morphismes canoniques (cf. §3.1.6 pour plus de détails).
Soit α : Coim(f) → Coim(ϕ) le morphisme canonique. Comme αpi = 0 et comme le
morphisme f se factorise par αp, le morphisme i est le noyau de αp (cf. la proposition
3.1.4). Comme A est une catégorie abélienne, αp est le conoyau de i. Cela montre que
α est un isomorphisme, et donc Ker(ϕ) = Ker(α) = 0 (voir le corollaire 3.1.5 pour
la première égalité). On obtient alors que ϕ est un monomorphisme (cf. le corollaire
3.2.3). De façon similaire, on peut montrer que ϕ est un épimorphisme. Donc ϕ est
un isomorphisme (cf. la proposition 3.3.2).
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3.3.4. Remarque. — Soient A une catégorie abélienne et f : X → Y un mor-
phisme de A. Le morphisme f peut être décomposé sous la forme f = iπ

X
π // //

f

88I //
i // Y ,

où I est l’image du morphisme f , qui est aussi la coimage de f (cf. la proposition
3.3.3), π : X → I et i : I → Y sont des morphismes canoniques. Cette décomposition
satisfait aux propriétés universelles suivantes :

M

ϕ

��

β

  A
AA

AA
AA

A

X

α
  A

AA
AA

AA
A

π // //

p
>> >>}}}}}}}}
I

ψ

��

// i // Y

N

>> j

>>}}}}}}}

(1) pour toute décomposition de la forme f = βp, où p : X →M est un épimorphisme,
il existe un (unique) morphisme ϕ : M → I tel que π = ϕp et β = iϕ ;

(2) pour toute décomposition de la forme f = jα, où j : N → Y est un monomor-
phisme, il existe un (unique) morphisme ψ : I → N tel que α = ψπ et i = jψ.

En particulier, la décomposition de f de la forme f = iπ avec i un monomorphisme
et π un épimorphisme est unique à un unique isomorphisme près, qui est donnée par

X // // Im(f) // // Y

3.3.5. Proposition. — Soient A une catégorie abélienne et

(3.4)

Z
u //

v

��

X

f

��
Y

g
// S

un diagramme carré cartésien. Si le morphisme f est un épimorphisme, alors le dia-
gramme carré est cocartésien et le morphisme v est un épimorphisme.

Démonstration. — Comme le diagramme (3.4) est cartésien, le diagramme

Z
u //

−v
��

X

−f
��

Y
g
// S

l’est aussi. D’après la proposition 3.2.7,
(
u
−v
)

: Z → X ⊕ Y est le noyau de (f, g) :

X ⊕Y → S. En outre, le morphisme (f, g) est un épimorphisme. En effet, si T est un
objet deA et si h1 et h2 sont deux morphismes de S dans T tels que h1(f, g) = h2(f, g),
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alors on a h1f = h2f et donc h1 = h2 puisque f est un épimorphisme. Comme
A est une catégorie abélienne, on obtient que (f, g) est le conoyau du morphisme(
u
−v
)

: Z → X ⊕ Y . D’après la proposition 3.2.7, le diagramme (3.4) est cocartésien.
Comme f est un épimorphisme, d’après la proposition 3.2.8 (2), le morphisme v

est aussi un épimorphisme.

3.3.6. Proposition. — Soient A une catégorie abélienne et

Z
u //

v

��

X

f

��
Y

g
// S

un diagramme carré cocartésien. Si le morphisme v est un monomorphisme, alors le
diagramme carré est cartésien et le morphisme f est un monomorphisme.

Démonstration. — Le résultat provient de la proposition 3.3.5 par passage à la caté-
gorie opposée.

3.4. Suites exactes dans une catégorie abélienne

Dans ce paragraphe, on fixe une catégorie abélienne A.

3.4.1. Suites exactes courtes. — Dans une catégorie abélienne, certaines pro-
priétés peuvent être reformulées en termes des suites exactes courte.

(1) Soit f : X → Y un morphisme de A.

(a) f est un monomorphisme si et seulement si le diagramme 0 → X
f→ Y est

une suite exacte ;

(b) f est un épimorphisme si et seulement si le diagramme X f→ Y → 0 est une
suite exacte ;

(c) f est un isomorphisme si et seulement si le diagramme

0→ X
f→ Y → 0

est une suite exacte.

(2) Un diagramme de la forme 0→ X
f→ Y

g→ Z est une suite exacte si et seulement
si f est le noyau de g.

(3) Un diagramme de la forme X f→ Y
g→ Z → 0 est une suite exacte si et seulement

si g est le conoyau de f .
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3.4.2. Défaut d’exactitude. — Soit X f→ Y
g→ Z des morphismes de la catégorie

A tels que gf = 0. On désigne par de(f, g) comme l’image du composé des morphismes
canoiques Ker(g)→ Y → Coker(f), appelé le défaut d’exactitude du coupe (f, g). On
peut montrer que, le diagrammeX f→ Y

g→ Z est une suite exacte en Y si et seulement
si de(f, g) = 0.

Im(f) // // Ker(g)
��

��
X

OOOO

f
// Y

g //

����

Z

Coker(f)

;;vvvvvvvvv

En effet, le morphisme canonique Im(f)→ Ker(g) est le noyau du morphisme composé
Ker(g)→ Y → Coker(f). Donc le morphisme Im(f)→ Ker(g) est un isomorphisme si
et seulement le morphisme composé Ker(g)→ Y → Coker(f) est nul, i.e., de(f, g) = 0.
Cette observation montre aussi que le diagramme

X
f // Y

g // Z

est une suite exacte si et seulement si le diagramme

Z
g // Y

f // X

de morphismes de la catégorie opposée Ao est une suite exacte.

3.4.3. Lemme. — Soient A une catégorie abélienne, et X f→ Y
g→ Z des mor-

phismes de A.
(1) Dans le diagramme suivant où i, j et π sont des morphismes canoniques,

Ker(gf)
i //

π

��

X

gf

��>
>>

>>
>>

>

f

��
Ker(g)

j
// Y

g
// Z

le carré est cartésien.

(2) Dans le diagramme suivant

X
f //

gf
��>

>>
>>

>>
> Y

p //

g

��

Coker(f)

k

��
Z

q
// Coker(gf)

où p, q et k sont des morphismes canoniques, le carré est cocartésien.
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Démonstration. — (1) Soient M un objet de A et u : M → X, v : M → Ker(g) des
morphismes tels que fu = jv.

M u

""

v

##

ϕ

##
Ker(gf)

i //

π

��

X

gf

��>
>>

>>
>>

>

f

��
Ker(g)

j
// Y

g
// Z

On a gfu = gjv = 0. Donc il existe un unique morphisme ϕ : M → Ker(gf) tel que
u = iϕ. En outre, on a jπϕ = fiϕ = fu = jv, qui implique que πϕ = v puisque j est
un monomorphisme. On obtient alors que le carré est cartésien.

(2) provient de (1) par passage à la catégorie opposée.

3.4.4. Théorème. — Soient A une catégorie abélienne et X f→ Y
g→ Z des mor-

phismes de A, alors on a une suite exacte longue

0→ Ker(f)→ Ker(gf)→ Ker(g)→ Coker(f)→ Coker(gf)→ Coker(g)→ 0.

Démonstration. — La suite de morphismes en question s’inscrit dans le diagramme
suivant, consistant des morphismes canoniques.

Ker(gf)

¬

β //
��
jgf

��

Ker(g)
��

jg

��

pf jg

&&MM
MMM

MMM
MM

Ker(f)

α

99ttttttttt
//
jf

// X

gf
%%LL

LLL
LLL

LLL
LL f

// Y
pf

// //

g

��

Coker(f)

b

��
Z

pgf // //

pg
����

Coker(gf)

a
xxqqq

qqq
qqq

q

Coker(g)

D’après le lemme 3.4.3, le carrés ¬ est cartésien. D’après la proposition 3.2.8, α :

Ker(f) → Ker(gf) est le noyau de β, d’où l’exactitude de la suite en Ker(f) et en
Ker(gf).
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Montrons l’exactitude de la suite en Ker(g). On a pf jgβ = pffjgf = 0. D’après le
lemme 3.4.3, dans le diagramme

Ker(gf)

®

ϕ′ //

jgf

��

Ker(pf jg)


η

��

// ϕ // Ker(g)
��

jg

��

pf jg

%%KK
KKK

KKK
KK

X
ψ′

// // Im(f) //
ψ

// Y
pf
// // Coker(f)

où ϕ, ϕ′, ψ, ψ′ et η sont des morphismes canoniques, le carré  est cartésien. Comme
le carré ¬ est cartésien, d’après la proposition 1.6.9 on obtient que le carré ® est
cartésien. Le morphisme ϕ′ est alors un épimorphisme, compte tenu de la proposi-
tion 3.3.5. Donc ϕ : Ker(pf jg) → Ker(g) s’identifie à l’image du morphisme β, d’où
l’exactitude de la suite en Ker(g).

Par passage à la catégorie opposée, on obtient l’exactitude de la suite en Coker(f),
Coker(gf) et Coker(g). Le théorème est donc démontré.

3.4.5. Théorème (Lemme du sepent). — On considère le diagramme commu-
tatif suivant de morphismes d’une catégorie abélienne

X

α

��

f // Y

β

��

g // Z

γ

��

// 0

0 // X ′
f ′
// Y ′

g′
//// Z ′

dont les lignes sont des suites exactes. Alors on a une suite exacte longue

(3.5)

0 // Ker(f) // Ker(α) // Ker(β) // Ker(γ)BC
GF δ

��
Coker(α) // Coker(β) // Coker(γ) // Coker(g′) // 0

formée des morphismes canoniques.
Avant de présenter la démonstration du théorème, on explique la construction du

morphisme canonique δ : Ker(γ)→ Coker(α). On considère le diagramme commutatif
suivant

Ker(g′β)
ϕ

��

¬

h //

j

��

Ker(γ)

i

��

// 0

X

λ

::uuuuuuuuu

α

��

f
// Y

β

��

g
// Z

γ

��

// 0

0 // X ′
f ′

// Y ′
g′

//// Z ′



68 CHAPITRE 3. CATÉGORIES ABÉLIENNES

où les morphismes i, j et h sont des morphismes canonique. Comme g′β = γg, d’après
le lemme 3.4.3, le diagramme carré ¬ est cartésien. En outre, comme g est un épi-
morphisme, h l’est aussi.

Comme g′βj = 0 et comme f ′ est le noyau de g′, il existe un unique morphisme
ϕ : Ker(g′β) → X ′ tel que f ′ϕ = βj. En outre, on a g′βf = γgf = 0. Donc il existe
un unique morphisme λ : X → Ker(g′β) tel que jλ = f . On a alors

f ′ϕλ = βjλ = βf = f ′α,

d’où α = ϕλ car f ′ est un monomorphisme. D’après la proposition 3.2.8, les noyaux
de g et h sont canoniquement isomorphes, et donc le diagramme

X
λ // Ker(g′β)

h // Ker(γ) // 0

est une suite exacte. En d’autres termes, h est le conoyau du morphisme λ. Le
morphisme δ : Ker(γ) → Coker(α) est construit comme le morphisme canonique
Coker(λ)→ Coker(ϕλ).

Démonstration du théorème 3.4.5. — Comme le morphisme f ′ est un monomor-
phisme, d’après la proposition 3.1.4, on a Ker(α) = Ker(f ′α), qui s’identifie à
Ker(βf). D’après le théorème 3.4.4, on a une suite exacte

0 // Ker(f) // Ker(βf) // Ker(β) // Coker(f) .

Comme le morphisme Ker(β) → Coker(f) = Z se factorise par le monomorphisme
Ker(γ) → Z. D’après la proposition 3.1.4, les noyaux de Ker(β) → Coker(f) et de
Ker(β)→ Ker(γ) coincide. Cela montre l’exactitude du diagramme en Ker(f), Ker(α)

et Ker(β).
D’après le théorème 3.4.4, on a une suite exacte

Ker(ϕ) // Coker(λ) // Coker(ϕλ) ,

qui peut être réécrit comme (voir le paragraphe qui précède la démonstration pour la
construction de λ)

Ker(ϕ) // Ker(γ) // Coker(α) .

Par la proposition 3.1.4, on obtient Ker(ϕ) = Ker(f ′ϕ) = Ker(βj). En outre, le
théorème 3.4.4 conduit à la suite exacte

0 = Ker(j) // Ker(βj) = Ker(ϕ) // Ker(β) // Coker(j)

Comme le morphisme canonique Ker(β) → Y se factorise par j : Ker(g′β) → Y , on
obtient que le morphisme Ker(β) → Coker(j) dans le diagramme précédent est nul.
On en déduit que Ker(ϕ) est isomorphe à Ker(β), d’où l’exactitude du diagramme
(3.5) en Ker(γ).

Enfin, par passage à la catégorie opposée, on déduit du résultat obtenu l’exactitude
du diagramme 3.5 en Coker(α), Coker(β), Coker(γ) et Coker(g′). Le théorème est ainsi
démontré.
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3.4.6. Corollaire (Lemme des cinq). — On considère le diagramme commutatif
suivant de morphismes d’une catégorie abélienne

X1

f1

��

α1 // X2

f2

��

α2 // X3

f3

��

α3 // X4

f4

��

α4 // X5

f5

��
Y1

β1

// Y2
β2

// Y3
β3

// Y4
β4

// Y5

dont les lignes sont des suites exactes.

(1) On suppose que f1 est un épimorphisme et que f2 et f4 sont des monomorphisme,
alors f3 est un monomorphisme.

(2) On suppose que f5 est un monomorphisme, et que f2 et f4 sont des épimor-
phismes, alors f3 est un épimorphisme.

Démonstration. — (1) D’après le théorème 3.4.4, on a une suite exacte

0 = Ker(f2) // Coker(α1) // Coker(f2α1) // Coker(f2) // 0

où l’égalité Ker(f2) = 0 provient de l’hypothèse que f2 est un monomorphisme. En
outre, comme f1 est un épimorphisme, on a

Coker(f2α1) = Coker(β1f1) ∼= Coker(β1) ∼= Im(β2),

où le premier isomorphisme provient de la proposition 3.1.4. On obtient alors que le
morphisme canonique f ′2 : Im(α2) → Im(β2) est un monomorphisme. En appliquant
le lemme du serpent (le théorème 3.4.5) au diagramme suivant

Im(α2) //

f ′2
��

X3
//

f3

��

Im(α3) //

f ′4
��

0

0 // Im(β2) // Y3
β3

// Y4

,

où f ′4 : Im(α3)→ Y4 est la composée de f4 avec le morphisme canonique Im(α3)→ X4,
qui est un monomorphisme, on obtient une suite exacte

Ker(f ′2) // Ker(f3) // Ker(f ′4) .

Comme f ′2 et f ′4 sont tous des monomorphismes, on obtient Ker(f3) = 0, d’où le
résultat.

(2) provient de (1) par passage à la catégorie opposée.


