CHAPITRE 3

CATEGORIES ABELIENNES

3.1. Catégorie admettant un objet nul

3.1.1. Objet nul. — Soit C une catégorie. On dit qu'un objet C est un objet nul
s’il est & la fois un objet initial et un objet terminal. Si C est une catégorie qui admet
un objet nul, on désigne par 0 un objet nul de C.

Si A et B deux objets de C, il existe un et un seulement morphisme de A sur B,
qui se factorise par ’objet nul 0. Ce morphisme est appelé morphisme nul de A sur
B, noté 045, ou 0 en abrégé. La composition de tout morphisme avec un morphisme
nul est nécessairement un morphisme nul car elle se factorise par 'objet nul.

3.1.2. Noyau et conoyau d’un morphisme. — Soit C une catégorie admet un
objet nul.

Si f est un morphisme de A sur B, on appelle noyau de f le noyau du diagramme
(pourvu que ce noyau du diagramme existe)

A ? B
noté Ker(f). Si¢: Ker(f) — A est le morphisme canonique, on a fi = 0. En outre,
si g : C — A est un morphisme tel que fg = 0, alors g se factorise de fagon unique
par i : Ker(f) — A. Le morphisme 7 est en fait caractérisé par ces propriétés, compte
tenu de la propriété universelle du noyau.
On appelle conoyau de f le conoyau du diagramme (pourvu que ce conoyau du
diagramme existe)

A—=B

noté Coker(f). Si m : B — Coker(f) est le morphisme canonique, on a 7f = 0.
En outre, si g : B — C est un morphisme tel que gf = 0, alors g se factorise de
fagon unique par 7 : B — Coker(f). D’aprés la propriété universelle du conoyau, le
morphisme 7 est caractérisé par ces propriétés.
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Soit f : A — B un morphisme dans la catégorie C. Si f est un monomorphisme,
alors son noyau est le morphisme nul 0 — A; si f est un épimorphisme, alors son
conoyau est le morphisme nul B — 0.

3.1.3. Proposition. — Soient C une catégorie qui admet un objet nul et f : A — B
un morphisme dans C.

(1) On suppose que f admet un noyau i : Ker(f) — A. Alors le morphisme i est un
monomorphisme.

(2) On suppose que f admet un conoyau 7 : B — Coker(f). Alors le morphisme m
est un épimorphisme.

Démonstration. — (1) Soient A’ un objet de C et o, : A’ — Ker(f) deux mor-
phismes tels que i = i3. On a fia = fif = 0. Par la propriété universelle du noyau,
on obtient o = 3.

(2) Soient B’ un objet de C et a,b : Coker(f) — B’ deux morphismes tels que
am = br. On a arnf = brf = 0. Par la propriété universelle du conoyau, on obtient
a=b. O

3.1.4. Proposition. — Soit C une catégorie qui admet un objet nul. Soient g : C' —
B et h: A— C des morphismes dans C, et f = gh.

(1) On suppose que [ admet un noyau i : K — A et que hi =0,
C
7N
K—>A B
f

alors i est le noyau du morphisme h. En particulier, si g est un monomorphisme,
alors i est le noyau du morphisme h.

(2) On suppose que f admet un conoyau 7 : B — M et que mg = 0,

A B M

alors T est le conoyau du morphisme g. En particulier, si h est un épimorphisme,
alors m est le conoyau de g.

Démonstration. — (1) Soit ¢ : X — A un morphisme dans la catégorie C tel que
hp =0. On a fo = ghp = 0. Donc ¢ se factorise de fagon unique par i : K — A. On
obtient alors que i est le noyau du morphisme h. Si g est un homomorphisme, alors
hi =0 car ghi = fi = 0. Donc i est le noyau du morphisme h.

(2) provient de (1) par passage a la catégorie opposée. O
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3.1.5. Corollaire. — Soient C une catégorie admettant un objet nul0, et f : A — B
un morphisme de C.

(1) On suppose que f admet un noyau i : K — A et que i admet un conoyau p : A —
C. Alors i est le noyau de p.

(2) On suppose que f admet un conoyau w : B — D et que ™ admet un noyau
j: M — B. Alors w est le conoyau de j.

Démonstration. — (1) Comme fi = 0 et comme p est le conoyau de i, il existe un
unique morphisme g : C' — B tel que f = gp. Comme gi = 0 et comme 7 est le noyau
de f, d’aprés la proposition 3.1.4 (1), on obtient que ¢ est le noyau de p.

(2) provient de (1) par passage a la catégorie opposée. O

3.1.6. Image et coimage. — Soient C une catégorie qui admet un objet nul, et
f+ X — Y un morphisme dans C. On suppose que f admet un noyau et que le noyau
de f admet un conoyau. On appelle coimage de f le conoyau de son noyau, noté
Coim(f). D’apres la proposition 3.1.3, le morphisme canonique X — Coim(f) est un
épimorphisme. D’aprés le corollaire 3.1.5, Ker(f) est aussi le noyau du morphisme
canonique X — Coim(f).

On suppose que le morphisme f admet un conoyau et que le conoyau de f admet
un noyau. On appelle image de f le noyau de son conoyau, noté Im(f). D’aprés
la proposition 3.1.3, le morphisme canonique Im(f) — Y est un monomorphisme.
D’aprés le corollaire 3.1.5, Coker(f) est aussi le conoyau du morphisme canonique
Im(f) > Y.

On suppose que f admet une image et une coimage. Soit i : Ker(f) - X, 7 : Y —
Coker(f), p: X — Im(f) et j: Coim(f) — Y des morphismes canoniques.

Ker(f) : X ! Y — s Coker(f)

Coim(f) ;> Im(f)

Comme fi = 0, il existe un unique morphisme g : Coim(f) — Y tel que f = gp.
Comme 7f = wgp = 0 et p est un épimorphisme (cf. la proposition 3.1.3), on a
mg = 0. Il existe donc un unique morphisme ¢ : Coim(f) — Im(f) tel que jop = f.

3.1.7. Suite exacte. — Soient C une catégorie qui admet un objet nul O et
(3.1) x 1.y 2.y

un diagramme de morphismes de C. On dit que la suite (3.1) est exacte en Y si les
conditions suivantes sont satisfaites :

(1) gf =0;

(2) le morphisme f admet une image et le morphisme g admet un noyau;
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(3) le morphisme canonique de I'image de f sur le noyau de g est un isomorphisme.

On explique la construction du morphisme canonique de I'image de f sur le noyau de
g évoqué dans la condition (3) :

Soit 7 le conoyau de f. Comme gf = 0, il existe un unique morphisme ¢ : Coker(f) —

Z tel que g = @m. Par définition, le noyau ¢ du morphisme 7 est 'image de f. On a

gi = ¢mi = 0. Donc le morphisme i se factorise de fagon unique par le noyau de g.
En général, on dit qu’un diagramme

X, fo X, f1 frn-1 X, fn Xn+1

est une suite exacte si, pour tout k € {1,...,n}, le diagramme

X1 EiY Xk L Xkt1

est exact en Xj.

3.2. Catégorie additive

3.2.1. Définition. — On appelle catégorie additive toute catégorie A qui satisfait

aux conditions suivantes :

(1) la catégorie A admet un objet nul;

(2) pour tous objets A et B de A, 'ensemble A(A, B) est muni d’une structure de
groupe abélien dont la loi de composition est noté additivement ;

(3) la composition de A est bilinéaire par rapport aux additions ;

(4) toute famille finie d’objets dans A admet un coproduit.

Si (A4;)7, est une famille finie d’objets de A, on désigne par A; @ --- @ A, le
coproduit des A;.

3.2.2. Proposition. — Soient A une catégorie additive, et A et B deux objets de
A. Alors Uélément nul de Hom 4 (A, B) est l’élément neutre de ce groupe abélien.

Démonstration. — Soient 0 1’élément nul de Hom4(A, B). Pour tout élément f €
Homy (B, B), on a f0 = 0 car le morphisme f0 se factorise par l'objet nul. En
particulier, ona 0 = (1 +15)0 =150+ 150 = 0+ 0. D’ou 0 est 1’élément neutre du
groupe abélien Hom 4 (A, B). O
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3.2.3. Corollaire. — Soient A une catégorie additive et f : A — B un morphisme
dans A.

(1) f est un monomorphisme si et seulement si son noyau est le morphisme nul
00— A;

(2) [ estun épimorphisme si et seulement si son conyau est le morphisme nul B — 0.

Démonstration. — (1) On suppose d’abord que f est un monomorphisme. Soit ¢ :
C — A un morphisme tel que fo = 0 = f0. Comme f est un monomorphisme, on
obtient ¢ = 0, i.e., ¢ se factorise de fagon unique par 0 — A. Cela montre que 0 — A
est le noyau du morphisme f.

Réciproquement, on suppose que 0 — A est le noyau du morphisme f. Soient C
un objet de A et g1, g2 deux morphismes de C sur A tels que fg1 = fg2. On a
flg1 —¢g2) = fg1 — fg2 = 0, qui implique que g; — g2 = 0, i.e., g1 = g2. Cela montre
que le morphisme f est un monomorphisme.

(2) résulte de (1) par passage a la catégorie opposée. O

3.2.4. Proposition. — Soient A une catégorie additive et (A;)?_, une famille finie
d’objets de A. Alors A1®- - DA, est aussi le produit des A;. En particulier, la catégorie
opposée d’une catégorie additive est aussi une catégorie additive.

Démonstration. — Pour tout couple (i,j) € {1,...,n}?, soit ¢;; I'élément nul de
Hom 4(A;, A;) si ¢ # j, le morphisme 14, si ¢ = j. Par la propriété universelle du
coproduit, pour tout ¢ € {1,...,n} il existe un unique morphisme m; : 41 ®---B A, —
A; tel que m;0; = §;; pour tout (i,5) € {1,...,n}?, o0 ;: 4; - A1 ®---® A, est le
morphisme canonique. Pour tout j € {1,...,n}, on a

(9171'1 + -4 ann)& = Z ojéij = 97
j=1
Par la propriété universelle du coproduit, on a
(32) 917'(']_ + -4 9n7rn = 1A1@...@A"

Soient B un objet de A et (f; : B — A;)?; une famille de morphisme. On montre
que f =61f1 + -+ 0, fn est 'unique morphisme de B vers A; & --- ® A, tel que
m;f = fi pour tout i € {1,...,n}. D’abord, on a

mf =mi(0ifi+- 4+ 0 fn) = Z‘Sijfj = fi.
=1

En outre, sig: B — A1 & --- ® A, est un morphisme tel que m;g = f; pour tout i,
d’apres (3.2) on a

g=>Y Oimg=>Y 0:ifi=f
i=1 i=1

Donc A; @ --- @ A, est le produit des A;. O
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3.2.5. Soient A et B deux catégorie additive. On dit qu'un foncteur F : A — B
est additive si, pour tout couple (A, A’) d’objets de A, V'application A(A, A’) —
B(F(A),F(A")), qui envoie f sur F(f), est un morphisme de groupes.

3.2.6. Morphisme associé & une matrice. — Soit A une catégorie additive. On
suppose que n et m sont deux entiers positifs, et (A4;);; et (B;)7.; sont deux familles
d’objets de A. Pour tout (z,7) € {1,...,n} x {1,...,m}, soit f;; un morphisme de
A; vers Bj. Comme By @ -+ @ By, est le produit des Bj, les morphismes (f; ;)7
détermine un morphisme f; de A; vers By @ --- @ B,,. Comme A; & --- ® A, est le
coproduit des A;, les morphismes (f;)?; détermine un morphisme f de A1 ®---® A4,
vers By @ -+ @ By,. On 'appelle morphisme associé a la matrice

fir fen o fan
fiz fa2 o fuz
My = ) ) . .
fl,m f2,m fn,m
Si (Ck)j—, est une autre famille d’objets de A, M, = (gjr)%;}_; une matrice
de morphismes, ol g, est un morphisme de B; vers Cy, et g : B1 ®---® B,,, —
C1 @ --- @ Cp le morphisme associé a la matrice M, alors le morphisme composé g f
est le morphisme associé¢ & la matrice produit MyMj.

3.2.7. Proposition. — Soient A une catégorie additive et

Z 1> X

i if

Y—=5
un diagramme de morphismes de A.

(1) Le diagramme est cartésien si et seulement si (;‘) :Z = X @Y est le noyau de
(f,—-g): XY — S.

(2) Le diagramme est cocartésien si et seulement si (f,g) : X®Y — S est le conoyau
de ("):Z—>X®Y.

Démonstration. — (1) Soient W un objet de Aet « : W — X, §: W = Y deux
morphismes, qui détermine un morphisme (‘B‘) de W dans X @Y. La relation fa = g8
est équivalente & fa — g8 = (f,—g) (g) = 0. En outre, si v est un morphisme de W
dans Z, la condition “uy = « et vy = 7 est équivalente a (:f)’y = (g) Par les
propriétés universelles de produit fibré et de noyau, on obtient le résultat.

(2) provient de (1) par passage a la catégorie opposée. O
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3.2.8. Proposition. — Soient A une catégorie additive et
Z "= X

(3.3) vl lf
Y — S

un diagramme de morphismes de A.

(1) On suppose que le diagramme est cartésien. Alors le morphisme canonique de
Ker(v) dans Ker(f) est un isomorphisme. En particulier, v est un monomor-
phisme si et seulement si f est un monomorphisme.

(2) On suppose que le diagramme est cocartésien. Alors le morphisme canonique de
Coker(v) dans Coker(f) est un isomorphisme. En particulier, v est un épimor-
phisme si et seulement si f est un épimorphisme.

Démonstration. — (1) On désigne par ¢ : Ker(v) — Ker(f) le morphisme canonique.
C’est 'unique morphisme tel que iY) = uk, ot i : Ker(f) — X et k : Ker(v) — Z sont
des morphismes canoniques.

Ker(v) —°> Ker(f)

| |

A > X
b
Y S

Montrons que i) : Ker(v) — X vérifie la propriété universelle qui définit le noyau de
f, qui implique que % est un isomorphisme. D’abord on a fiy) = 0y = 0. En outre,
si W est un morphisme de A et si @ : W — X est un morphisme tel que fa = 0,
comme le diagramme (3.3) est cartésien, il existe un unique morphisme j : W — Z
tel que a@ = uj et vj = 0. Il existe alors un unique morphisme 3 : W — Ker(v) tel
que kB8 = j.

w
1

N
0\ 7= X
N
Y S
On obtient que 5 est unique morphisme tel que a = uj = ukf = i) S.

Le second énoncé est une conséquence du premier et du corollaire 3.2.3.
(2) provient de (1) par passage a la catégorie opposée. O

—_
g
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3.3. Catégorie abélienne

3.3.1. Définition. — On appelle catégorie abélienne toute catégorie additive A qui
satisfait aux conditions suivantes :

(1) tout morphisme dans 4 admet un noyau et un conoyau ;
(2) tout monomorphisme dans A est le noyau de son conoyau;
(3) tout épimorphisme dans A est le conoyau de son noyau.

On observe de la définition que, si A est une catégorie abélienne, alors il en est de
méme de A°.

3.3.2. Proposition. — Soit A une catégorie abélienne et f : A — B un morphisme
dans A. Alors f est un isomorphisme si et seulement s’il est un monomorphisme et
un épimorphisme.

Démonstration. — Comme f est un épimorphisme, son conoyau est 1’objet nul.
Comme A est une catégorie abélienne et f est un monomorphisme, on obtient que f
est le noyau du morphisme nul B — 0. En particulier, il existe un unique morphisme
g: B — A tel que fg = 1p. Par un argument similaire, on peut montre qu’il existe
un morphisme h : B — A tel que hf = 14. On en déduit que g = h et que f est un
morphisme inversible. O

3.3.3. Proposition. — Soient A une catégorie abélienne et f : A — B un mor-
phisme dans A. Alors le morphisme canonique Coim(f) — Im(f) est un isomor-
phisme.

Démonstration. — On considére le diagramme

Ker(f) : X d Y — " Coker(f)

Coim(f) — Im(f)

ou i, j, p, ™ et © sont des morphismes canoniques (cf. §3.1.6 pour plus de détails).
Soit « : Coim(f) — Coim(yp) le morphisme canonique. Comme api = 0 et comme le
morphisme f se factorise par ap, le morphisme 4 est le noyau de ap (cf. la proposition
3.1.4). Comme A est une catégorie abélienne, ap est le conoyau de i. Cela montre que
« est un isomorphisme, et donc Ker(yp) = Ker(a) = 0 (voir le corollaire 3.1.5 pour
la premiére égalité). On obtient alors que ¢ est un monomorphisme (cf. le corollaire
3.2.3). De facon similaire, on peut montrer que ¢ est un épimorphisme. Donc ¢ est
un isomorphisme (cf. la proposition 3.3.2). O



3.3. CATEGORIE ABELIENNE 63

3.3.4. Remarque. — Soient A une catégorie abélienne et f : X — Y un mor-
phisme de A. Le morphisme f peut étre décomposé sous la forme f = iw
f

ou I est 'image du morphisme f, qui est aussi la coimage de f (cf. la proposition
333),7: X > Teti:I—Y sont des morphismes canoniques. Cette décomposition
satisfait aux propriétés universelles suivantes :

M

AR
N

R N

(1) pour toute décomposition de la forme f = Bp,oup : X — M est un épimorphisme,
il existe un (unique) morphisme ¢ : M — I tel que m = pp et 8 = ip;

(2) pour toute décomposition de la forme f = jo, ot j : N — Y est un monomor-
phisme, il existe un (unique) morphisme ¥ : I — N tel que o = ¥7 et i = ju.

En particulier, la décomposition de f de la forme f = im avec ¢ un monomorphisme
et m un épimorphisme est unique & un unique isomorphisme prés, qui est donnée par

X —=Im(f)>—Y

3.3.5. Proposition. — Soient A une catégorie abélienne et
7= X

(3.4) vJ{ J{f
Y — S

un diagramme carré cartésien. Si le morphisme f est un épimorphisme, alors le dia-
gramme carré est cocartésien et le morphisme v est un épimorphisme.

Démonstration. — Comme le diagramme (3.4) est cartésien, le diagramme

7zt

!

Y ——
g

Pest aussi. D’aprés la proposition 3.2.7, (_“U) :Z - X @Y est le noyau de (f,9) :
X @Y — S. En outre, le morphisme (f,g) est un épimorphisme. En effet, si T" est un
objet de A et si hy et hy sont deux morphismes de S dans T tels que hq(f, g) = ha(f, g),
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alors on a hif = hof et donc hy = hs puisque f est un épimorphisme. Comme
A est une catégorie abélienne, on obtient que (f,g) est le conoyau du morphisme
(fy) :Z = X @Y. D’aprés la proposition 3.2.7, le diagramme (3.4) est cocartésien.

Comme f est un épimorphisme, d’aprés la proposition 3.2.8 (2), le morphisme v

est aussi un épimorphisme. O
3.3.6. Proposition. — Soient A une catégorie abélienne et

Z_*S X

Y — S

un diagramme carré cocartésien. Si le morphisme v est un monomorphisme, alors le
diagramme carré est cartésien et le morphisme f est un monomorphisme.

Démonstration. — Le résultat provient de la proposition 3.3.5 par passage a la caté-
gorie opposée. O

3.4. Suites exactes dans une catégorie abélienne

Dans ce paragraphe, on fixe une catégorie abélienne A.

3.4.1. Suites exactes courtes. — Dans une catégorie abélienne, certaines pro-
priétés peuvent étre reformulées en termes des suites exactes courte.

(1) Soit f: X — Y un morphisme de A.

(a) f est un monomorphisme si et seulement si le diagramme 0 — X Ly est
une suite exacte;

(b) f est un épimorphisme si et seulement si le diagramme X 1y 5 0 est une
suite exacte;

(c) f est un isomorphisme si et seulement si le diagramme

0—>Xi>Y—>O

est une suite exacte.

(2) Un diagramme de la forme 0 — X 1y ¥ % 7 est une suite exacte si et seulement
si f est le noyau de g.

(3) Un diagramme de la forme X LY % Z —5 0 est une suite exacte si et seulement
si g est le conoyau de f.
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3.4.2. Défaut d’exactitude. — Soit X 5 Y % Z des morphismes de la catégorie
A tels que gf = 0. On désigne par de(f, g) comme l'image du composé des morphismes
canoiques Ker(g) — Y — Coker(f), appelé le défaut d’exactitude du coupe (f,g). On
peut montrer que, le diagramme X 4 ¥ 2 7 est une suite exacte en Y si et seulement
si de(f,g) = 0.

Im(f) >——> Ker(g)

P

X Y

Coker(f)

En effet, le morphisme canonique Im(f) — Ker(g) est le noyau du morphisme composé
Ker(g) — Y — Coker(f). Donc le morphisme Im(f) — Ker(g) est un isomorphisme si
et seulement le morphisme composé Ker(g) — Y — Coker(f) est nul, i.e., de(f,g) = 0.
Cette observation montre aussi que le diagramme

f g

X—sY —»7

est une suite exacte si et seulement si le diagramme

7%y _t.ox

de morphismes de la catégorie opposée A° est une suite exacte.

3.4.3. Lemme. — Soient A une catégorie abélienne, et X Ly % 7 des mor-
phismes de A.

(1) Dans le diagramme suivant ot i, j et m sont des morphismes canoniques,
Ker(gf) LI ¢

A

Ker(g) ——Y — A
j

le carré est cartésien.

(2) Dans le diagramme suivant
x- 1oy *. Coker(f)

NE

2 — = Coker(gf)

ol p, q et k sont des morphismes canoniques, le carré est cocartésien.
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Démonstration. — (1) Soient M un objet de Aet u: M — X, v: M — Ker(g) des
morphismes tels que fu = jv.

N .
Ker(gf) ——= X

NCRIE

On a gfu = gjv = 0. Donc il existe un unique morphisme ¢ : M — Ker(gf) tel que
u = 1. En outre, on a jmp = fipy = fu = jv, qui implique que 7y = v puisque j est
un monomorphisme. On obtient alors que le carré est cartésien.

(2) provient de (1) par passage a la catégorie opposée. O

3.4.4. Théoréme. — Soient A une catégorie abélienne et X Ly % 7 des mor-
phismes de A, alors on a une suite exacte longue

0— Ker(f) — Ker(gf) — Ker(g) — Coker(f) — Coker(gf) — Coker(g) — 0.

Démonstration. — La suite de morphismes en question s’inscrit dans le diagramme
suivant, consistant des morphismes canoniques.

Ker(gf) ——= Ker(g)
AT TN
Jaf D Jg
Ker(f) _ X Y Coker(f)

Jf f ps
g b
gf
Pgf

Z ————> Coker(gf)

pg /
a

Coker(g)

D’aprés le lemme 3.4.3, le carrés @ est cartésien. D’aprés la proposition 3.2.8, « :
Ker(f) — Ker(gf) est le noyau de g, d’ou l'exactitude de la suite en Ker(f) et en

Ker(gf).
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Montrons l'exactitude de la suite en Ker(g). On a prjg8 = psfjsr = 0. D’aprés le
lemme 3.4.3, dans le diagramme

/

Ker(gf) LA Ker(prjq) s Ker(g)

X X Prig
Jaf ® n &) Jg

X " Im(f) " Y — Coker(f)

o, ¢’ 1, ' et n sont des morphismes canoniques, le carré @ est cartésien. Comme
le carré @ est cartésien, d’aprés la proposition 1.6.9 on obtient que le carré @ est
cartésien. Le morphisme ¢’ est alors un épimorphisme, compte tenu de la proposi-
tion 3.3.5. Donc ¢ : Ker(psj,) — Ker(g) s’identifie & 'image du morphisme 5, d’ou
Pexactitude de la suite en Ker(g).

Par passage a la catégorie opposée, on obtient I'exactitude de la suite en Coker(f),
Coker(gf) et Coker(g). Le théoréme est donc démontré. O

3.4.5. Théoréme (Lemme du sepent). — On considére le diagramme commu-
tatif suivant de morphismes d’une catégorie abélienne

xJt.oy_ 2.7 0
CO T
0 X Y —> 7
f g

dont les lignes sont des suites exactes. Alors on a une suite exacte longue
0 —— Ker(f) —— Ker(a) —— Ker(f) —— Ker(7)

(3.5) ( g J

Coker(a) — Coker(8) — Coker(y) — Coker(¢’) —— 0

formée des morphismes canoniques.

Avant de présenter la démonstration du théoréme, on explique la construction du
morphisme canonique ¢ : Ker(y) — Coker(a). On considére le diagramme commutatif
suivant

Ker(g'5) s Ker(y) ——0

:SD / ji ! il
X Y Z 0
f g
S
N
0 X’ Y’ A

r’ g’
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ol les morphismes i, j et h sont des morphismes canonique. Comme ¢’8 = vg, d’aprés
le lemme 3.4.3, le diagramme carré @ est cartésien. En outre, comme g est un épi-
morphisme, h ’est aussi.

Comme ¢'87 = 0 et comme f’ est le noyau de ¢, il existe un unique morphisme
v : Ker(¢'8) — X' tel que f'o = Bj. En outre, on a ¢'8f = vgf = 0. Donc il existe
un unique morphisme A : X — Ker(g'3) tel que jA = f. On a alors

flod=Bjrx=pf = fa,

d’ott a = @A car f’ est un monomorphisme. D’aprés la proposition 3.2.8, les noyaux
de g et h sont canoniquement isomorphes, et donc le diagramme

X2 Ker(g'5) —hs Ker(y) ——0

est une suite exacte. En d’autres termes, h est le conoyau du morphisme \. Le
morphisme ¢ : Ker(y) — Coker(a) est construit comme le morphisme canonique
Coker(\) — Coker(p).

Démonstration du théoréeme 3.4.5. — Comme le morphisme f’ est un monomor-
phisme, d’aprés la proposition 3.1.4, on a Ker(a) = Ker(f'a), qui s’identifie a
Ker(8f). D’aprés le théoréme 3.4.4, on a une suite exacte

0 —— Ker(f) —— Ker(8f) —— Ker(8) —— Coker(f) .

Comme le morphisme Ker(8) — Coker(f) = Z se factorise par le monomorphisme
Ker(y) — Z. D’apreés la proposition 3.1.4, les noyaux de Ker(3) — Coker(f) et de
Ker(8) — Ker(7y) coincide. Cela montre ’exactitude du diagramme en Ker(f), Ker(a)

et Ker(8).
D’aprés le théoréeme 3.4.4, on a une suite exacte

Ker(p) —— Coker(\) —— Coker(pA) ,

qui peut étre réécrit comme (voir le paragraphe qui précéde la démonstration pour la
construction de \)

Ker(¢) — Ker(y) —— Coker(a) .

Par la proposition 3.1.4, on obtient Ker(¢) = Ker(f'¢) = Ker(8j). En outre, le
théoréme 3.4.4 conduit & la suite exacte

0 = Ker(j) — Ker(8j) = Ker(p) — Ker () —— Coker(j)

Comme le morphisme canonique Ker(8) — Y se factorise par j : Ker(¢’8) — Y, on
obtient que le morphisme Ker(3) — Coker(j) dans le diagramme précédent est nul.
On en déduit que Ker(p) est isomorphe a Ker(53), d’ou lexactitude du diagramme
(3.5) en Ker(7).

Enfin, par passage a la catégorie opposée, on déduit du résultat obtenu l'exactitude
du diagramme 3.5 en Coker(«), Coker(3), Coker(y) et Coker(g’). Le théoréme est ainsi
démontré. O
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3.4.6. Corollaire (Lemme des cinq). — On considére le diagramme commutatif
sutvant de morphismes d’une catégorie abélienne

a1 a2 a3 Qg

X1 Xo X3 Xy X5
\Lfl J{fz J/fs \Lﬂx if&s
Y; Y5 Y- Y, Y:
! B1 2 B2 3 B3 4 Ba 5

dont les lignes sont des suites exactes.

(1) On suppose que f1 est un épimorphisme et que fo et fy sont des monomorphisme,
alors f3 est un monomorphisme.

(2) On suppose que fs est un monomorphisme, et que fo et fy sont des épimor-
phismes, alors f3 est un épimorphisme.
Démonstration. — (1) D’aprés le théoréme 3.4.4, on a une suite exacte
0 = Ker(fy) — Coker(a;) — Coker(faa;) — Coker(fz) — 0
ou légalité Ker(f2) = 0 provient de ’hypothése que f est un monomorphisme. En
outre, comme f est un épimorphisme, on a
Coker(faa1) = Coker(B1 f1) = Coker(f1) = Im(f2),

ou le premier isomorphisme provient de la proposition 3.1.4. On obtient alors que le
morphisme canonique f4 : Im(ag) — Im(f2) est un monomorphisme. En appliquant
le lemme du serpent (le théoréme 3.4.5) au diagramme suivant

Im(ag) —— X3 ——=Im(ag) ——=0,

N

0—— Im(ﬂQ) Y3 B Y4

ou fj : Im(ag) — Y4 est la composée de f4 avec le morphisme canonique Im(asz) — Xy,
qui est un monomorphisme, on obtient une suite exacte

Ker(f3) — Ker(fs) — Ker(f}) .
Comme f4 et f; sont tous des monomorphismes, on obtient Ker(f3) = 0, d’ou le

résultat.
(2) provient de (1) par passage a la catégorie opposée. O



