CHAPITRE 4

CATEGORIE DERIVEE

4.1. Catégories des complexes

Dans ce paragraphe, on fixe une catégorie abélienne A.

4.1.1. Complexe de cochaines. — On appelle complexe de cochaines de A tout
diagramme de la forme

(Ad): --- Ay by,

AnJrl

tel que d,d,_1 = 0 pour tout n € Z. Le morphisme d,, : A, — A,;1 est appelé
n'®™m¢ morphisme de cobord. S’il n’y pas d’ambiguité sur la famille de morphisme d =
(dn)nez, on utilise simplement Iexpression A pour désigner le complexe de cochaines
(A, d).

Soient A et B deux complexes de cochaines. On appelle morphisme de A vers B
toute famille f = (f,)nez de morphismes dans la catégorie A, ot chaque f, est un
morphisme de A,, vers B, telle que le diagramme suivant soit commutatif :

dn—1 dn
Ay — A, —— Ay —— -

fnll fnl lfn+1

~-*>Bn71T>BnT>Bn+1*>---
n-1 n

Ainsi les complexes de cochaines et leurs morphismes forment une catégorie que 'on
note comme Com 4. C’est une catégorie abélienne.

4.1.2. Foncteur de décalage. — Soit (A4, d) un complexe de cochaines de A. Pour
tout m € Z, on désigne par (A[m],d[m]) le complexe de cochaines tel que

VneZ, Amln=Anm, dmls=(—1)"dp_m.
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La correspondance (A,d) — (A[m],d[m]) définit alors un foncteur de la catégorie
Com 4 vers elle-méme que 'on note [m]. Par définition, on a [m][m/] = [m+m’] pour
tout (m,m’) € Z=2.

4.1.3. Foncteurs de cohomologie. — Soient (A,d) un complexe de cochaines
dans A. Pour tout n € Z, soit H"(A) = Ker(d,,)/ Im(d,,_1), appelée n*®™¢ cohomologie
de A. 1l s’avére que H™ définit un foncteur de Com_y4 dans A. Par définition, on a
H™[m] = H™™ pour tout m € Z.

4.1.4. Théoréme. — Soit 0 A B C 0 un suite exacte
dans la catégorie Com 4. Alors on a une suite exacte longue

v+ —>H"(A) —— H"(B) — H"(C) — H""}(4) —— - .-

Démonstration. — Soit n un entier. On a un diagramme commutatif
0 Ap B, Ch 0
0 AnJrl Bn+1 I Cn+1 —0

dont les lignes sont exactes. D’aprés le théoréme 3.4.5, on obtient un diagramme
commutatif

0 — Ker(d#) — > Ker(d?) ——= Ker(d<)

dyy dy; dy;
0 AnJrl Bn+1 Cn+1 ——0

Coker(d?) — Coker(d?) —— Coker(dS) —=0
qui conduit a un diagramme commutatif dont les lignes sont exactes :

Coker(d? ;) — Coker(dZ ;) —— Coker(d$_,) —=0

0 — Ker(d2, ) Ker(dB, ) — Ker(dS,,)

Il s’avére que H™(A) est le noyau de 67 et H"T1(A) est le conoyau de 6. Encore par
le théorem 3.4.5 on obtient le résultat. O
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4.1.5. Homotopie. — Soient (A4,d*) et (B,d?) deux complexes de cochaines, et
f, g deux morphismes de A vers B. On appelle homotopie de f vers g toute famille
s = (8p : An = Bn—1)nez de morphismes dans A, comme montré par le diagramme

a4 A
14>A 4>An+14>"'

A

Byt = By —> By ——> -

71.71 'n.
qui satisfait a la condition suivante :
VHGZ, fn gn—sn+1d +d —15n-

S’il existe une homotopie de f vers g, on dit que f et g sont homotopes, noté f ~ g.

4.1.6. Proposition. — Soit A et B deux complexes de cochaines dans A.

(1) La relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur Com(A, B). En
outre, l’ensemble quotient Comy(A, B)/ ~ peut étre muni d’une structure de
groupe quotient de Com 4(A, B).

(2) Soient [ et g sont deux morphismes dans Com (A, B) qui sont homotopes. Pour
tout morphisme h : B — C dans la catégorie Com 4, on a hf ~ hg; pour tout
morphisme i : D — A de A, on a fi ~ gi.

Démonstration. — (1) Soient f et g deux morphismes de A vers B. Toute famille
5= (8y : A" — B" 1),z est une homotopie de f vers g si et seulement si elle est une
homotopie de f—g vers le morphisme nul 0. En outre, si s est une homotopie de f vers
g, alors —s = (—$p,)nez est une homotopie de g — f vers 0. Par conséquent, I’ensemble
des morphismes homotopiques & 0 forment un sous-groupe de Com4 (A, B). En outre,
le quotient de Com 4(A, B) par ce sous-groupe s’identifie & Com (A, B)/ ~.

(2) O

4.1.7. Catégorie homotopique. — La relation d’équivalence homotopique per-
met de construire une nouvelle catégorie K4 comme suit. Les objets de K4 sont
des complexes de cochaines de A. Pour tout couple (A4, B) de complexes de cochaines,
K (A, B) est 'ensemble quotient Com 4(A, B)/ ~ défini dans la proposition 4.1.6. Si
A, B et C sont trois complexes de cochaines de A, alors 'application de composition

Comy (A, B) x Com4(B,C) — Com4(4,C)
induit par passage aux quotient 'application de composition
K.A(Aa B) X K.A<B7 C) — KA<A5 C)

dans la catégorie K 4.
Soient A et B deux complexes de cochaines, et f : A — B un morphisme dans
Comy (A, B). Si 'image de f dans K 4(A, B) est un élément inversible, on dit que f
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est une équivalence d’homotopie entre A et B. Si les objets A et B sont isomorphes
dans la catégorie K 4, on dit que A et B sont homotopiquement équivalents.

On désigne par w le foncteur de Comy dans K 4 qui envoie tout complexe de
cochaines A sur lui-méme et tout morphisme de complexes sur sa classe d’homotopie.

4.1.8. Cylindres. — Soit (A4, d*) un complexe de cochaines. On désigne par cyl(A)
le complexe de cochaines défini comme suit. Pour tout n € Z, le ni*™® composante
du complexe cyl(A) est A, ® A1 ® Ay ; le n'®° morphisme de cobord d,, : A, ®

Apt1 D Ap = Api1 @ Anga ® Ay est déterminé par la matrice

2 1a,,, O
0 —dl, 0
0 —1a,, di

n

La relation d,d,,_1 = 0 est assurée par la formule suivante

dy  la,,  O\[di, 1a, 0 dydi oy dj—di 0
0 —di, 0 0o —db o0 |= 0 da, d 0
0 —la,, di/\ 0 —la, dy, 0 dp—di didy

dont le terme a droite est la matrice nulle.

Le complexe de cochaines A est homotopiquement équivalent a son cylindre. Pour
tout n € Z, soient ay, : A, — Ap & Any1 @ A, le morphisme (0,0,14,), et 5y, :
A DA, 1DA, — A, lasomme des projections aux premiére et troisiéme coordonnées
respectivement. Alors les familles @ = (@, )nez €t 8 = (Bn)nez sont des morphismes
dans la catégorie Com 4. En effet, pour tout n € Z on a

s 1a,., 0 0 0 0
0 —di, 0 0o |l=(o]=[ o |a
0 —la,,, d?) \la, d4 L,

et

s 1la,., 0
0 —di, 0 |=(@) 0 d)=d}(1a, 0 1a,).
0 -1, d

n

(1An+1 0 1An+1)

Par définition, le composé Sa est le morphisme d’identité du complexe de cochaines
A. En outre, a8 est homotopique au morphisme d’identité de cyl(A). Pour tout n € Z,
soit sy, : A @ App1 ®An — A1 @ A, @ Ap—1 le morphisme défini par la matrice

0 0
~14, 0 0
0 00
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Le morphisme s, 11dy, + dp—15, : Ay ® Apy1 ® A, = A, & Apy1 @ A, est défini par
la matrice

0 0 0\/da 1a,, 0 dd ;. 1a, 0 0 00
—1a,., 0 OO0 —a, O+ 0 —a2 0 —1a, 0 O
0 0 0/\0 —1a,, di 0 —la, dA, 0 00

qui est égale &

—1a, 0 0 —la, 0 0
—dp+dy —la,, 0)=| 0 14, 0
14, 0 0 14, 0 0

Le morphisme o, 3, — 1cy1(4), correspond & la matrice

0 la, 0 0
0 | (1a, 0 1a4,)—( 0 14, O
la, 0 0 la,
0 0 0 la, 0 0 —1a, 0 0
= 0 0 0 — 0 1A,,L+1 0 = 0 _1An+1 0
1a, 0 14, 0 0 1a, 1a, 0 0

On obtient donc a8y — leyi(a), = Sn+1dn + dn—18n, d'00 a8 ~ Leyi(ay-

4.1.9. Proposition. — Soit C une catégorie. Si F' : Com 4 — C est un foncteur
qui envoie tout équivalence d’homotopie sur un isomorphisme dans C, alors il existe
un unique foncteur F': K4 — C tel que F = Fw.

Démonstration. — Soient A et B deux complexes de cochaines et f et g deux mor-
phismes de complexes. Soient cyl(A4) le cylindre de A, et a : A — cyl(4) et 8 :
cyl(A) — A des morphismes définis dans §4.1.8. On a vu que « est une équivalence
d’homotopie, d’ou F'(«) est un isomorphisme. Comme fSa = 14, on a F(B8)F(a) =
1p(ay. Donc F(f) est I'inverse de F(c).

Pour tout n € Z, soit !, = (14,,,0,0): A, = A, ®Ap11DA,. Alors o/ = (&) nez
est un morphisme de A vers cyl(A) dans la catégorie Com(A). En effet, pour tout
n € 7Z,on a

s 1a,,, O la, dA I
0 —di, 0 o |=(o]=[ o [a
0 —la,,, di 0 0 0

En outre, comme Sa’ = 14, on obtient que F(8) est aussi inverse de F(a/). Par
conséquent, on a F(a) = F(d).

On suppose que les morphismes f = (fn)nez €t ¢ = (gn)nez sont homotope et
que s = (Sp)nez est une homotopie entre f et g. Pour tout entier n € Z, soit 7, :
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A, @ Any1 @ A, — B, le morphisme défini par la matrice (fn Sn+1 gn). Alors
¥ = (Vn)nez est un morphisme de complexes de cochaines car, pour tout n € Z, on a

dd | 1a, 0

Yndn-1 = (fn Sn+1 gn) 0 _d'r? 0
0 —la, di,y
fadi—y
= .fn —09n — SnJrldﬁ = (dfflfnfl dfflsn dgflgnfl) = df—lryn—l'
gndr?—l

En outre, on a yo' = f et ya = g. Donc
F(f) = F(3)F(a') = F(7)F(a) = F(g).

On obtient donc que 'application Homgom(a)(4, B) — Home(F(A), F(B)) définie
par I’ se factorise de fagon unique par Homg4)(4, B). Il existe donc un unique
foncteurf:KA%Ctel queF:ﬁw. O

4.1.10. Coéne. — Soit f : A — B un morphisme de complexes de cochaines. On
désigne par cone(f) le complexe de cochaines tel que cone(f), = An+1 ® B, et que
le morphisme de cobord est donné par la matrice

<_dﬁ+1 0 >
*fn—O—l df '
Pour tout n € Z, on a

(—dﬁ‘w 0 ) (_dfﬂ 0) _ < dioditig 0 ) _ (0 0) '
—fn+2 d5+1 —fnt1 df fn+2d£+1 - d1§+1fn+1 d§+1df 0 0
4.1.11. Proposition. — Soit f : A — B un morphisme dans Com_. On a une
suite ezxacte

0*>B*g>céne(f)*6>z4[—l]*>0,

. 0
ot pour tout n € Z, g, : B, — Any1 @ B, correspond a la matrice ( >, et
By,
On @ Apt1 @ B, — Any1 est la premiére projection, qui correspond & la matrice
(1An+1 O). Le triplet (f,g,0) est appelé triangle associé a f.
Démonstration. — Pour tout entier n, le diagramme

0—— B, L>An+1 @© B, On

An+1 0

est une suite exacte dans A. Il suffit de vérifier que g et J sont des morphismes de
complexes de cochaines. Pour tout entier n, on a

Cim @) ()= ()= ()
_fn+1 df 1Bn dr]zg 1Bn+1 "
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et

—dpyy 0 A A
(lAn+2 0) —fos1 dB :(_dn-'rl O):_dn+1 (lAn+1 O)'

4.1.12. D’aprés le théoréme 4.1.4, on a une suite exacte

"

oo H" Meome(f)) — H™(A) "L H(B) — H"(come(f)) — H™1(A) — -

En d’autre termes, H™(f) est un isomorphisme pour tout n € Z si et seulement si
cone(f) est une suite exacte.

4.1.13. Soit f : A — B un morphisme de complexes de cochaines. On dit que f
est un quasi-isomorphisme si H™(f) est un isomorphisme pour tout n, ou de fagon
équivalente, cone(f) est une suite exacte.

4.1.14. Soient

A u B v ' w A/[—l]
des morphismes de complexes de cochaines. S’il existe des équivalences d’homotopie
a, B et v tel que le diagramme suivant dans K 4 soit commutatif :

/N ;RN o Ny S |

e e

A — B — — cone(f) — Al-1]
ot f: A— B est un morphisme de complexes de cochaines et (f,g,d) est le triangle
exacte associé a f, on dit que (u,v,w) est un triangle exact de (A’, B',C").
4.1.15. Proposition. — Soient A, B et C des complexes de cochaines et (u,v,w)

un triangle exact de (A, B,C), alors il induit une suite exacte

v —— H"(A) ——= H"(B) ——= H"(C) — H""}(4) —— - .-

4.2. Catégorie triangulée

4.2.1. Soit K une catégorie additive munie d’un automorphisme 7' : K — K. On
appelle triangle dans K tout diagramme de la forme

A—"s B> ("5 T(A)

dans K. Un tel triangle est aussi noté (u,v,w).
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Si A—"sB-"sC-"oT(A) et A —YsB Yo' o T(A) sont
deux triangles dans K. S’il existe des isomorphismes o : A — A’, 8 : B — B’ et
~v:C — C' tels que le diagramme suivant soit commutatif

A—"s B s ("5 T(A)

ia | lg | l | |7

/Ay ; T e Ny Y ')

on dit que les triangles (u,v,w) et (u/,v’,w’) sont isomorphes, noté (u,v,w) =
R

4.2.2. On appelle catégorie triangulée tout couple (K, &), on K est une catégorie
exacte et £ est un ensemble de triangles dans K (appelés triangles distingués), qui
vérifie les axiomes suivants.

(1) Pour tout morphisme u : A — B dans K, il existe des morphismes v et w dans
K tel que (u,v,w) soit un triangle dans &.

(2) Pour tout objet A de K, le triangle A A P A T(A) appartient
ac.

(3) Si (u,v,w) € & et si (v,v,w') est un triangle isomorphe a (u,v,w), alors
o', v, w') appartient a £.
T w! tient & &

(4) Si (u,v,w) € &, alors (v,w,—T(u)) € € et (=T~ Hw),u,v) €E.
(5)Si A—"“>B—">C—"sT(A) et A—“>pB s~ T(A) sont

deux triangles dans £ et s’il existe des morphismes f: A — A’ et g : B — B’ tels
que gu = v f, alors il existe un morphisme h : C' — C’ tel que le diagramme

A—">B "5 (C—"=T(A)

T T

A ——>B —=C —>T(A)

soit commutatif.

(6) (Axiome octaédrique)Si A —“= B T2 T(A), B—=(C "= A : T(B)I

Y 4

et A2 B’
morphismes f : ¢’ — B’ et g : B" — A’ dans K tel que le diagramme
Lot u T T(C') soit un triangle dans £ et que les égalités
0=46f, =gy, yv= fjet T(u)d = ig soient satisfaites.

T(A) trois triangles dans C, alors il existe des
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L’axiome octaédrique peut étre illustré par le diagramme suivant, d’ott vient son
nom.

c
A

4.2.3. Soit A —"+= B —">(C —"=T(A) un triangle dans £. On a un diagramme

commutatif
A A
lA \L \Lu

1a
—_—

qui peut étre inscrit dans un diagramme commutatif (d’aprés 'axiome (5) du §4.2.2)

iy 0 T(A)
1Al Ul l \LlT(A)
A——>B——>C——>T(4)

dont les lignes sont des triangles distingués. On en déduit vu = 0. En utilisant ’axiome
(4) on en déduit que wv =0 et T'(u)w = 0.

4.2.4. Définition. — Soient (K, &) une catégorie triangulée, A une catégorie abé-
lienne et H : K — A un foncteur. On dit que H est un foncteur de cohomologie si,
pour tout triangle 4 —%= B —"= C —“=T(A) dans C, le foncteur H induit une
H(u) H(v)

suite exacte H(A) H(B) H(C) dans A.
D’aprés 'axiome (4) du §4.2.2, on obtient que, si H est un foncteur de cohomologie,

pour tout triangle A —*= B —= C —“+ T(A) dans C, H induit une suite exacte
longue

s HY(A) —— HP(B) ——= H*(C) ——= H™#}(4) —

)

ou pour tout objet X € K et tout entier n, H"(X) est défini comme H (T (X)).
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4.2.5. Exemple. — Soit (K, &) une catégorie triangulée et X un objet de K, alors
hx : K — Ab est un foncteur de cohomologie. En effet, si

A—“e B UM T(A)
est un triangle dans &, alors on a hx(v)hx(u) = hx(vu) = 0. Si f : X — B est

un morphisme tel que hx(v)(f) = vf = 0, on a un diagramme dont le carré est
commutatif

X 2Xox %02 7(x)
I
A u B v C w T(A)

D’aprés les axiomes (3) et (4) du §4.2.2, il existe un morphisme g : X — A tel que le
diagramme

0 0

X o x

0 T(X)
gJ{ f lo lT(g)
A—sB—=(C——T(A)
soit commutatif. On obtient donc f = ug.
4.2.6. Proposition. — Soient (K, &) une catégorie triangulée. Supposons que
A B C T(A)
A
Al B’ c’ T(A")

est un diagramme commutatif de morphismes dans K dont les lignes sont des triangles
distingués. Si a et b sont des isomorphismes, alors il en est de méme de c.

Démonstration. — Pour tout objet X de K, on a un diagramme commutatif dont les
lignes sont exactes :

hx(A) —— hx(B) — hx(C) —— hx(T(A)) — hx(T(B))
lhx(a) lhx(b) lhx(c) lhx(T(a)) lhx(T(b))
hx(A") —— hx(B') — hx(C") —— hx(T(A")) — hx (T(B'))

On obtient donc par le lemme des cing que hx(c) est un isomorphisme. Comme X
est arbitraire, ¢ est un isomorphisme. O

4.2.7. Corollaire. — Soient (K, &) une catégorie triangulée. Pour tout morphisme
u dans K, & un (non-nécessairement unique) isomorphisme pres, il n’y a qu’un seul
triangle dans £ dont le premier morphisme s’identifie a u.
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4.2.8. Théoréme. — Soient A une catégorie abélienne et £ l'ensemble des triangles
exacts dans K 4. Alors (Ka,E) est une catégorie triangulée.

4.3. Localisation

4.3.1. Systéme multiplicatif. — Soient C une catégorie et S un ensemble de
morphismes dans C. On dit que S est un systéme multiplicatif dans C si les conditions
suivantes sont satisfaites.

(1) S continent les morphismes d’identité, et est stable par composition.

(2) (condition d’Ore) Si & : Z — Y est un morphisme dans S, pour tout morphisme
g: X — Y dans C, il existe un diagramme commutatif

W#Z

ﬁl l

X ——Y
g

de morphismes dans C avec S € S'; pour tout morphisme i : Z — A, il existe un

A
lv
B

diagramme commutatif

i
LN

[e3%

~—N

i-<

—_—

J

avec v € S.

(3) Soient f: X —» Y et g: X =Y des morphismes dans C. Il existe s € S tel que
sf = sg si et seulement s’il existe t € S tel que ft = gt.

4.3.2. Remarque. — Soient C une catégorie et S un ensemble de morphismes
dans C. Alors S est un systéme multiplicatif dans C si et seulement si, vu comme un
ensemble de morphismes dans C°, il est un systéme multiplicatif dans C°.

4.3.3. Soient C une catégorie munie d’un systéme multiplicatif S. Si X et Y sont
des objets de C, on appelle fraction de X vers Y tout diagramme de la forme

X<z .y,
ou f est un morphisme dans C et s € S. Deux fractions X < 7 LY et

xX<=_z, BELIS Y de X vers Y sont dites équivalente et on note

S1

(X<"z, Doy yu(x<2 7oy
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5’1l existe une troisiéme fraction X <—-— Z R Y et des morphismes oy : Z — 7
et ag 1 Z — Zs tels que le diagramme suivant soit commutatif

SN

X<~s—/—f=Y
\az/

4.3.4. Proposition. — Soient C une catégorie, S un systéme multiplicatif dans C,
X etY deux objets de C. La relation ~ est une relation d’équivalence sur l’ensemble
des fractions de X versY .

Démonstration. — Par définition, on obtient que la relation ~ est reflexive et symé-
trique. Dans la suite, on montre que la relation ~ est transitive. Soient

X<t x - Ty, ief123

trois fractions de X dans Y. On suppose que
X<z loyeax<lz-toy

sont des fractions de X vers Y, a1 : Z — Zy, oo : Z — Zs, o : Z' — Zy et
o : Z' — Z3 sont des morphismes dans C tels que les diagrammes

Zl ZQ
NG N

X<s—Z—f=Y e X=<g—2Z —p>Y
\M/ \%/

solent commutatifs. D’aprés la condition (2) de systéme multiplicatif (cf. §4.3.1), il
existe un objet W de C et des morphismes v : W — Z et 7/ : W — Z’ tels que le
diagramme

W ——

'y’l
Z

:><1<TN

/H

’
S

soit commutatif et que 7 € S. On a

I IV
S22y = 87 =S = S2007 .
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D’aprés la condition (3) de systéme multiplicatif (cf. §4.3.1), il existe un morphisme
to: W' — W dans S tel que agyta = abhy'ts.
On considére la fraction

X<t w Aoy

avec t = syty € S et g = frts. Le diagramme suivant est commutatif

2

X<t—W —9>Y

|
NL‘J 2
Z3

siaiyty = syty =11, s3agts = saa57y bty = saaovty = syta =,

En effet, on a

fioaavts = fyta =g,  faagy'ta = faagy'ta = facoyts = fyta = g.

La transitivité de la relation ~ est donc démontrée. O

4.3.5. Définition. — Soient C une catégorie et S un systéme multiplicatif dans C.
Pour tout couple (X,Y) d’objets de C, on désigne par S~'C(X,Y) l'ensemble des
fractions de X dans Y modulo la relation d’équivalence ~.

4.3.6. Soient C une catégorie et S un systéme multiplicatif dans C. Si X, Y et Z
sont trois objets de C et si

W1 W2
7NN
X Y A
sont des fractions de X vers Y et de Y vers Z respectivement, ol s; et so appartiennent
a S. D’aprés la condition (2) de systéme multiplicatif, il existe un objet W3 de C, un
morphisme s3 : W3 — W7 dans S et un morphisme f3 : W3 — W5 dans C tel que
s2f3 = f1s3.
W3
PN

(4.1) Wi W

7NN

X Y A
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Ainsi X <222 Ws ELUN Z est une fraction de X vers Z. Il s’avére que cette construc-

tion induit par passage au quotient une application (on laisse les détails de vérification
aux lecteurs)

STIC(X,Y)x STNY,Z) — S~!C(X, 2)

de sorte que les objets de C et les S™1(X,Y) avec (X,Y) € C? forment une catégorie
que I'on note S~!C est appelle localisation de C par rapport & S. On a un foncteur
q : C — S7IC qui envoie tout objet X € C sur lui-méme (vu comme un objet de S~1C)
et qui envoie, pour tout couple d’objets (X,Y) € C? et tout morphisme f € C(X,Y)
sur la classe d’équivalence de la fraction

x< x- Ty,
Pour tout morphisme (s : X — Y) € S, le morphisme ¢(s) dans S~!C est inversible,
son inverse est la classe de la fraction

yéXg

4.3.7. Remarque. — Soit f et g deux morphismes dans C. Par définition, ’égalité
q(f) = q(g) est vérifiée dans la catégorie localisée S™IC si et seulement s’il existe
un morphisme s € S tel que sf = sg. Cela est aussi équivalent & l'existence d’un
morphisme t € S tel que ft = gt (d’aprés la condition (3) de systéme multiplicatif,
of. §4.3.1).

Soient X, Y] et Y trois objets de C. Si a et as sont des éléments de S™1C(X, Y1)
et STI1C(X,Y3), représentés par les fractions

X<z Ty e x<2z7, .y,

respectivement, par la condition (2) de systéme multiplicatif (cf. §4.3.1), il existe un
diagramme commutatif

ZL>Z1

ZQ?X

avec t1 € S. On obtient alors que s = s1t; = soto € S. En outre, les classes a; et as
sont représentées par les fractions

t t
X< 7 L) Y, et X<2-Z g Y,

respectivement. On en déduit que, pour une famille finie de morphismes dans la

catégorie S™!C qui sont de méme source. On peut trouver des fractions représentant

ces morphismes qui commencent par le méme morphisme dans S.
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4.3.8. Théoréme (Gabriel-Zisman). — Soient C et D deux catégories, et S un
systeme multiplicatif dans C. Si F : C — D est un foncteur tel que, pour tout s € S,
F(s) soit un isomorphisme dans D, alors il existe un unique foncteur S™1F : S71C —
D tel que F = (S71F)q.

Démonstration. — Si le foncteur S™1F existe, il est unique car il doit envoyer tout
objet X de C sur F(X) € D et toute classe de fractions

(xX<>z-1.y) ses

sur F(f)F(s)~!. Il reste a vérifier que cette construction définit effectivement un
foncteur de S~'C dans D. Soient

x< gz Iy o x<2 gz .y

deux fractions qui sont équivalentes. Par définition il existe une troisiéme fraction

X< Z*f>Y et des morphismes a1 : Z — Z7 et ay 1 Z — Z5 tels que le
diagramme suivant soit commutatif

On obtient alors

F(fi)F(s1)™" =

L’application S~'F : S7IC(X,Y) — D(F(X), F(Y)),

(X< Z-Lov ] F(NF(s)™
est donc bien définie et sa composition avec ¢ : C(X,Y) — S7!C(X,Y) coincide
avec F : C(X,Y) — D(F(X),F(Y)) par définition. En particulier, S™1F envoie le

morphisme d’identité de X (dans la catégorie S~1C) sur le morphisme d’identité de
F(X). Enfin, pour tout diagramme de la forme (4.1) dans C, on a F(s3) 1F(f1) =

F(f3)F(s3)~! et donc
F(f2)F(s2) ' F(f1)F(s1) 7" = F(fafs) F(s183) 7"

On obtient que S™!F préserve les compositions de morphismes et donc définit un
foncteur de S~1C vers D tel que (S~1F)q = F. Le théoréme est alors démontré. [
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4.3.9. Remarque. —

(1) Deux morphismes f : X — et g : X — Y dans C induisent le méme morphisme
dans S~IC si et seulement 'il existe s € S tel que sf = sg.

(2) Le foncteur canonique C — S~1C préserve les objets initiaux, les objets terminaux
et les coproduits finis, pourvu que ces constructions existent dans C.

(3) On suppose que C a un objet nul. Pour tout X € C, X est un objet nul dans S~1C
si et seulement si 0 : X — X appartient a S.

(4) Si C est une catégorie additive, il en est de méme de S~1C.

4.3.10. Soient (K,&) une catégorie triangulée, A une catégorie abélienne et H :
K — A un foncteur de cohomologie. On désigne par Sy ’ensemble des morphismes
s dans K tels que H(T™(s)) soit un isomorphisme pour tout n € Z.

4.3.11. Proposition. — On garde les notations du §4.3.10. L’ensemble Sy est un
systeme multiplicatif dans K.

Démonstration. — La vérification de Paxiome (1) est facile.
(2) Soit s : Z — Y un morphisme dans S, qui s’inscrit dans un triangle distingué

7 s y u A 1)

T(Z) .
Soit f : X — Y un morphisme arbitraire dans K. On inscrit uf : X — A dans un
triangle distingué

wtex Yo W)

Il existe alors un morphisme g : W — Z tel que le diagramme

w—tex YA W)
i fl l |70
Z—>Y = A= T(2)

soit commutatif. Comme H(T™(s)) est un isomorphisme pour tout n € Z, on obtient
que H(T™(A)) = 0 pour tout n € Z, d’ou H(T™(t)) est un isomorphisme pour tout
n € 7, i.e., t est un élément de Sg.

(3) Soit f : X — Y un morphisme dans K. On montre que, s’il existe (s : ¥ —
Y') € Sy tel que sf = 0, alors il existe ¢t € Sy tel que ft = 0. On inscrit s dans

un triangle distingué¢ 7 —=Y —>=Y’ —“=T(Z) . Comme hy est un foncteur

) ' (x,7) LK (X, YY) est

exacte. Comme sf = 0, il existe h : X — Z tel que f = wh. On inscrit A dans un
triangle distingué X' —-> X oz~ T(X’') . On a ft = uht = 0. En outre,
comme s € Sy, on a H(T"(Z)) = 0 pour tout n € Z, dou t € Sy. O

de cohomologie, on obtient que la suite K(X, Z)
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4.3.12. On construit une famille S;Ilg de triangles dans la catégorie SglK. Soient
a:A—B,B:B—Cetvy:C — T(A) des morphismes dans S;IIK7 représentés par
les fractions A<—-— A' —“> B, B<2— B —'>(C et C<2—C" —2>T(A)
respectivement. Le triangle (a, 8,7) € S;IIE si et seulement s’il est isomorphe &
I'image d’un triangle dans £.

4.3.13. Proposition. — Soient (K, &) une catégorie triangulée et H un foncteur
de cohomologie. Alors (S;IlK, Sﬁlg) est une catégorie triangulée.

4.4. Catégorie dérivée

Soit A une catégorie abélienne. On désigne par D 4 la localisation de K 4 par rap-
port au systéme multiplicatif défini par le foncteur de cohomologie H?. Les catégorie
D7, D et D?(A) sont définies de facon similaires. Ce sont des catégorie triangulée.

A A

4.4.1. Soit A une catégorie abélienne. On dit qu'un objet I de A est injectif si le
foncteur hg : A° — Ab est exact. Si f : A — B est un monomorphisme et sia: A — I
est un morphisme, alors il existe 8 : B — I tel que a = SBf.

f

0——=A——B

1

4.4.2. Définition. — Soit A une catégorie abélienne. On dit que A posséde suffi-
samment d’objets injectifs si, pour tout objet A € A il existe un objet injectif I de A
et un monomorphisme A — I.

4.4.3. Théoréme. — Soient A une catégorie abélienne et A un objet de A. Si I4
est un complexe de cochaines de la forme

d—l d()

0 A I h

I

ou les I, sont des objets injectifs, pour tout complexe de cochaines exact Mp de la
forme

a— 1 80

0 B M, o

M, .

tout morphisme f : B — A dans A se reléve en un morphisme de complexes de Mp
dans 14, qui est unique & équivalence homotopique pres.
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Démonstration. — On construit par récurrence les morphismes f,, : M,, — I,,. L’exis-
tence de fo : My — I tel que le diagramme

| ]

A——1
d_y

soit commutatif provient de I’hypothése que Iy est un objet injectif. Pour le passage
de f, & fn41, il suffit d’observer que le diagramme commutatif

anfl
My, — M, — M, 1

| 2

Infl In In+1

induit
0 — > Coker(dp_1) —=> M1

|

Coker(d,—1) — L1

dont la premiére ligne est une suite exacte (car le complexe Mp est exact). Comme
I,,+1 est un objet injectif, il existe un morphisme f,,41 : My41 — I41 tel que le
diagramme

M,, —— Coker(0p,—1) —— My 41

Jo ] e

I, — Coker(dy,—1) — In41
soit commutatif.
Montrons 'unicité de f a équivalence homotopique prés. Soit

(gn M, — In)nEN

une autre famille de morphismes dans A telle que le diagramme

01 O 1%} On—1 On Ont1
0 B Moy ° s M, e s M, Mn+1“_>...
lf igo lﬁh ign lgnJrl
0 A I I cee I I
d_1 0 do ! dx dooi 0 dn ntl dnt1

soit commutatif. On construit des morphismes s, : M,, — I,,_1 (avec la convention
I_1 = A) tels que sp0_1 = 0 et que

SnJrlan +dp_15, = fn —9n
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pour tout n € N. On raisonne par récurrence sur n en prenant sop = 0. Si sq,..., Sy
sont construits, on considére le morphisme
hy == fn— gn — dp—15n.
Sin>1,ona
hnOn-1 = (fn = 9n)On—1 — dn-1500n—1 = dn-1(fn-1 — gn-1) — dn-15n0n—1)
=dp-1(fn-1 = 9gn—1 — dn—15,) = dpn—1dn—28, = 0.

L’égalité h, 0,_1 = 0 est aussi vraie lorsque n = 0. En effet, on a

ho0-1 = (fo — g0)0-1 =d_1(f — f) = 0.

Donc il existe un unique morphisme ﬁn : Coker(0p,—1) — I, tel que le diagramme
suivant soit commutatif

M, —"~ Coker(9p,—1)

= hn

I,
ou 7, : M,, — Coker(d,_1) est le morphisme canonique. Comme le complexe Mp est
exact, le morphisme canonique 7, : Coker(d,—1) — M,+1 est un monomorphisme.
Comme I, 11 est un objet injectif, il existe un morphisme s,11 : M, 11 — I, tel que
Sn+1Mn = hy. On obtient donc
5n+16n = Sn+1"MnTn = hnTn = hp.

Ainsi par récurrence on construit une homotopie entre les deux relévements de f. Le
théoréme est donc démontré. O

4.4.4. Corollaire. — Supposons que I est un complexe de cochaines dans Com;
dont chaque terme est un object injectif. Si f : I — M est un quasi-isomorphisme,
alors il admet une inverse a gauche dans la catégorie K 4.

Démonstration. — Comme f est un quasi-isomorphisme, on obtient que coéne(f) est
un complexe exact. En outre, le théoréme montre que le morphisme canonique § =
(=1,0) : cone(f) — I[—1] est homotopique au morphisme nul. Soit

s=(a,B): I[-1|® M — (I,—d;)
I’homotopie. On a
—d 0
—f d
Donc 6 : M — I est un morphisme de complexes, et
—Bf+1=ad+da.
Cela montre que Sf =1 dans K 4. O

(-1,0)=6=sd+ds=(a B) ( ) —d(a B)=—(ad—Bf,Bd) — (da,dp).
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4.4.5. Corollaire. — Soit I un complezxe de cochaines dans Comj‘ dont les termes
sont ingectifs. Pour tout complexze M on a une bijection canonique entre D 4(M,I) =2
K(M,I).

Démonstration. — Soit f : M — I un morphisme dans D 4. Alors f correspond a un

diagramme [ ——> N SV , oll s est un quasi-isomorphisme. Soit ¢ un inverse
a gauche de s dans K 4. Le morphisme tg € K 4(M,I) détermine la classe de f car
g =sf dans D4(M,I). O

4.4.6. Théoréme. — Soit A une catégorie abélienne qui admet suffisamment d’ob-
jets injectifs. Alors on a une équivalence de catégorie entre Dj\ et Ki, ou K5 est la
sous-catégorie pleine de K:Z des complezes consistant des objects injectifs.

4.4.7. Lemme. — Soit Ay un sous-ensemble de A contenant les objets nuls. Si,
pour tout X € A, il existe Xg € Ag et un monomorphisme X — Xy dans A, alors
tout complexe de cochaines bornés a gauches dans Com; est quasi-isomorphe a un
complexe dont les termes sont dans Ay.

Démonstration. — Soit A un complexe de cochaines dans Com;. Supposons que ’on
a construit un diagramme commutatif

dy_s dy_y
An—2 An—l An
ifn2 \Lfnl@ lfn
In72 T Infl T In
dy_s dy_y

dont la deuxiéme ligne est un morceau de complexe de cochaines & objets dans Ay,
tel que H7(A) = H(I) pour tout j < n et que le morphisme g, : Coker(d? ;) —

n—1
Coker(d!_;) induit par le carré commutatif @ soit un monomorphisme.
Soit Z,,+1 le coproduit cofibré du diagramme

An+1

671 T

Coker(d2_,) — Coker(d!_;)

n—1
ou o, : Coker(dﬁfl) — A, 41 est induit par df : A, = A,11. On choisit un objet
I,+1 dans Ag et un monomorphisme A, : Z,+1 — I,41. Considérons le diagramme

commutatif
)\’Vl

an

AnJrl Zn+1 In+1

ﬁ ® Tbn
Tn

Coker(d? 1) — Coker(d!_,)<——1,
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ol an, b, et m, sont des morphismes universels. Soit
I
dy = AbpTn et fri1 = Anan.

Comme A, est un monomorphisme, on a H"(I) = Ker(Apb,) = Ker(b,). En outre,
on a H"(A) = Ker(d,,). Comme g,, est un monomorphisme, le carré @ est cartésien.
On obtient donc que le morphisme canonique H"(A) — H"(I) est un isomorphisme.

Enfin, comme le carré @ est cocartésien, il induit un isomorphisme entre Coker(d,,)
et Coker(b,,). Rappelons que I'on a des isomorphismes canonique

Coker(6,) = Coker(d4), et Coker(A,b,) = Coker(d?).
En outre, on a une suite exacte

0 = Ker(\,) —— Coker(b,) — Coker(\,b,,) .

On en déduit que le morphisme canonique Coker(d?) — Coker(d?) est un monomor-
phisme. O

Démonstration du théoréme. — On a montré que tout complexe de cochaines dans
Comj[‘ est quasi-isomorphe & un complexe consistant des objets injectifs. Il reste a
montrer que tout quasi-isomorphisme entre deux complexe de cochaines dans Comj[l
dont les termes sont injectif est un isomorphisme dans la catégorie K—f .Soits: [ —1T'
un tel quasi-isomorphisme. Il existe ¢t : I’ — I tel que ts = 1; dans Kj{l. En outre, ¢
est lui-méme un quasi-isomorphisme, donc est inversible & gauche dans la catégorie
K:f\ Il est donc inversible.

O

4.5. Foncteurs dérivés

4.5.1. Soit (K, T,E) et (K',T",&") deux catégories triangulées. On appelle foncteur
triangulé de (K', T, ") dans (K, T, &) tout foncteur additif F' : K’ — K qui préserve
les foncteurs de translation (i.e. on a FT' = TF) et qui transforme tout triangle
distingué de K’ en un triangle distingué de K.

4.5.2. Soit (K,T,£) une catégorie triangulée. On appelle sous-catégorie triangulée
toute sous-catégorie pleine non-vide K’ de K qui satisfait a la condition suivante : si

Xty s 7 "> T(X)

est un triangle distingué dans K et si deux objets parmi X, Y et Z appartiennent a
K, alors le troisiéme objet appartient a K aussi.
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4.5.3. Remarque. — Soit K’ une sous-catégorie triangulée de K. Comme K’
contient au moins un objet Y et comme

Yy ey 0 T(Y)

est un triangle distingué, on obtient que K’ contient tout objet nul de K. En outre,
si X est un objet de K’, alors il T(X) et T-1(X) sont tous des objets de K’ car les
triangles

1r(x)

X 0 T(X) T(X)

et

T-1(X) 0 X X x
sont distingués. En particulier, 'automorphisme 7" : K — K induit un automorphisme
T’ de K’. Si on note & Densemble des triangles distingués de K dont les objets
appartiennent & K’ alors le triplet (K’,77,&’) forme une catégorie triangulée et le
foncteur d’inclusion K’ — K est un foncteur triangulé.

4.5.4. Exemple. — Soient A et B deux catégorie abélienne, K une sous-catégorie
triangulée de K 4 et F': K — Kp un foncteur triangulé. Si le foncteur F' préserve les
quasi-isomorphismes, alors il induit par passage aux localisations un foncteur triangulé
D — Dg, ou D est la localisée de la catégorie K par le systéme multiplicatif de quasi-
isomorphisme, appelée la catégorie dérivée de K.

Soit Fy : A — B un foncteur additive. Alors Fj induit naturellement un foncteur
Com 4 — Compg. En outre, comme Fj préserve les équivalences homotopique, il in-
duit par passage au quotient un foncteur F : K4 — Kpg. Ce foncteur préserve les
translations et les cones, donc il est un foncteur triangulé. Si de plus Fj est un fonc-
teur exact, alors le foncteur F' préserve les quasi-isomorphismes. Cependant, lorsque
Fp n’est pas un foncteur exact, en général le foncteur F' ne préserve pas les quasi-
isomorphismes.

Dans le cas ou la catégorie A admet suffisamment d’objets injectifs, la catégorie
dérivé de K:f\ (notée D:Z) est équivalente a la catégorie K}' , qui est une catégorie sous-
catégorie pleine de Kj‘ Cette observation nous permet de construire, pour chaque
foncteur triangulé F : K; — Kg, un foncteur triangulé RF' : D:Z — D'g comme la
composée des foncteurs

¢

+ +_ +_F
D K7 KA

q

Ky Dj; ,

ou ¢ est ’équivalence de catégorie prédite dans le théoréme 4.4.6 et ¢ est le foncteur
d’inclusion. Le foncteur RF' est bien défini & un unique isomorphisme de foncteurs
pres.

Pour tout complexe A dans K™, on a des bijection naturelle

D (q(A),q(A)) = Di(q(A), qidq(A)) = K} (A, igq(A))
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ol la premiére bijection provient de 'isomorphisme de foncteurs entre gi¢ : Dj{l — Dj{l
et le foncteur d’identité, et la deuxiéme bijection provient du corollaire ??). On désigne
par 5 A A — ipq(A) le morphisme correspondant au morphisme d’identité de ¢(A)
par ces bijections. Par définition,

qF(€4) = q(A) — qigq(A)

est un isomorphisme. Soit en outre ¢4 le morphisme ¢F(£4) : ¢F(A) — RF(q(A)). 11
s’avére que € = (€4) AeK?, définit un morphisme de foncteurs de ¢F vers (RF)q.

4.5.5. Théoréme d’existence. — Soient A et B deuz catégories abéliennes et
F Kj{l — KJBr un foncteur triangulé. Le morphisme de foncteurs £ : ¢F — (RF)q
construit plus haut vérifie la propriété universelle suivante. Si G : D:: — Dg est
foncteur triangulé et ¢ : gF — Gq est un morphisme de foncteurs (de K; vers D‘g),
alors il existe un unique morphisme de foncteurs n: RF — G tel que Ca = nga)éa
pour tout A € Kj‘.

4.5.6. Définition. — Soit F' : K — K(B) un foncteur triangulé. Un foncteur dérivé
a droite de F' est défini comme la donnée d’un foncteur triangulé RF : D — Dpg et un
morphisme de foncteurs ¢ de ¢F : K — Kg 5 Dg dans (RF)q : K % D — Dg tel
que, si G : D — Dpg est un autre foncteur triangulé muni d’un morphisme de foncteur
¢ : ¢F — Gq, alors il existe un unique morphisme de foncteurs n : RF' — G tel que
Ca = nga)€a pour tout A € K.

4.5.7. Définition. — Soit F' : K — K(B) un foncteur triangulé. Un foncteur dérivé
a gauche de F' est défini comme la donnée d’un foncteur triangulé LF : D — Dg et
un morphisme de foncteurs £ de (LF)q : K 4 D - Dgdans gF : K — Kg -5 Dg tel
que, si G : D — Dpg est un autre foncteur triangulé muni d’un morphisme de foncteur
¢ : Gg — qF, alors il existe un unique morphisme de foncteurs n : G — LF tel que
Ca = &anga) : G(q(A)) — LF(q(A)) — q(F(A)) pour tout A € K.

4.5.8. Remarque. — Si le foncteur dérivé existe, alors il est unique & un unique
isomorphisme prés. On utilise les expressions RT, R~ et R’ lorsqu’il y a des ambi-
guités.

4.5.9. Soit A un complexe dans K. On dit que A est F-acyclique si F(A) est un
complexe exact.

4.5.10. Théoréme d’existence généralisé. — Soit K( une sous-catégorie trian-
gulée de K telle que

(1) tout complexe A de K admet un quasi-isomorphisme vers un complexe A{, dans
K07

(2) tout complexe exact dans Ky est F-acyclique.
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Alors les catégories dérivées D et Dy sont équivalentes, et RF : D — Dy Hoff

un foncteur dérivé a droite de F'.

DB est

4.5.11. Remarque. — Si f : A — B est un quasi-isomorphisme, alors son cone est
exacte. Donc F(f) : F(A) — F(B) est aussi un quasi-isomorphisme. Par conséquent,
F induit un foncteur entre les catégorie dérivées Dy — Dpg, qui est le foncteur dérivé
de F (par rapport a Ky).



