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Chapitre VI

Faisceaux quasi-cohérents

1. Faisceaux de modules sur un espace annelé
1.1.

Soient f:Y — X une application continue d’espaces topologiques. On rap-
pelle que le foncteur f, : Fai(Y, Ab) — Fai(X, Ab) est adjoint a droite du
foncteur f~1: Fai(X, Ab) — Fai(Y, Ab). Donc f, préserve les limites pro-
jectives et f~! préserve les limites inductives. En outre, la construction du
foncteur f~! (comme limites inductives filtrantes) montre que f~! préserve
les limites projectives finies. En particulier, f~! préserve les noyaux et co-
noyaux, et f. préserve les noyaux; f~! préserve les monomorphismes et les
épimorphismes, tandis que f, préserve les monomorphismes. En particulier,
si
EFE—F—G

est une suite exacte de faisceaux en groupes abéliens sur X, alors
fT'E— [T'F— TG
est une suite exacte de faisceaux en groupes abéliens sur Y. Si

0 A B C

est une suite exacte de faisceaux en groupes abéliens sur X, alors

0 JA f+B f+C

est une suite exacte de faisceaux en groupes abéliens sur Y.

1.2,

Soient X un espace topologique et ¢ : F'— G un morphisme de faisceaux en
groupes abéliens sur X. Pour tout z € X, on désigne par ¢, le morphisme
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de groupes j () : i F — j G, ou j, : {x} — X est lapplication d’in-
clusion.

1.3. Proposition. Soit X un espace topologique.

(1) Soit F' un faisceau en groupes abéliens sur X. Si, pour tout v € X on
a F, ={0}, alors F =0.

(2) Soit ¢ : F — G un morphisme de faisceaux en groupes abéliens sur X .
Alors ¢ est un monomorphisme (resp. épimorphisme) dans la catégo-
rie de faisceaur Fai(X, Ab) si et seulement si @, : F, — Gy est un
monomorphisme (resp. épimorphisme) pour tout x € X.

(8) Soit E L NP diagramme de morphisme de faisceau en groupes
abéliens sur X. Il est un diagramme commutatif si et seulement si,

pour tout x € X, le diagramme E, BN F, &> G, est une suite exacte
de groupes abéliens.

Démonstration. (1) Soient U un sous-ensemble ouvert de X et s € F(U).
Pour tout x € U, on a s, =0. Il existe donc un voisinage ouvert U, de x tel
que U, C U et que s|y, =0. Comme F est un faisceau, on obtient s = 0.

(2) On applique (1) aux noyau et conoyau de .

(3) On applique (1) a I'image de ¢ pour montrer que 1 = 0. Ensuite, on
applique (2) au morphisme canonique Im(y) — Ker(¢)) pour montrer que
ce morphisme est un isomorphisme. ([l

1.4.

Soient X un espace annelé et f:Y — X une application continue d’es-
paces topologiques. Pour tout Ox-module F, le faisceau en groupes abé-
liens f~'F est canoniquement muni d'une structure de f~'Ox-module.
En effet, le foncteur f~! est adjoint a gauche (cf. la proposition ??) et
donc préserve les limites inductives. En particulier, on a f~1(Ox x F) =
FHOx) x f~1(F) (on utilise ici le fait que Ox x F est aussi le coproduit
de Ox et F' dans la catégorie abélienne Fai(X, Ab), cf. la proposition ?7?).
Donc la structure de Ox-module sur F induit par la fonctorialité de f—!
une structure de f~!(Ox)-module sur f~1(F).

En particulier, si x est un point de x, alors le groupe abélien F, est canoni-
quement muni d’une structure de Ox z-module. 5i Y est un sous-ensemble
de X, alors F'|y est canoniquement muni d’une structure de Oy-module,
ol Oy est la restriction de Ox a Y.

1.5.

Soient F' et G deux Ox-modules. Si U est un ouvert de X, on désigne par
¢|y homomorphisme j(}lga : Fly = G|y, ou jy : U — X est Papplication
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d’inclusion. C’est un homomorphisme de Opy-modules. Si V' et U sont des
ouverts de X, V C U, alors on a (¢|y)|v = ¢|v. Donc la correspondance
U — Homo,, (F|u, G|y) définit un préfaisceau en groupes abéliens que 'on
note Homy, (F,G).

Soient U un ouvert de X, ¢ un homomorphisme de Op-modules de F|y
dans G|y, et a € Ox(U). On désigne par ap Ihomomorphisme de Oy-
modules de F|y dans G|y tel que, pour tout ouvert V' contenu dans U, on
a

(ap)v :=alypyv : F(V) = G(V).

On obtient ainsi un morphisme de préfaisceaux Ox x Homy  (F,G) qui
définit une structure de préfaisceau de Ox-modules sur Homy,  (F, G).

1.6. Proposition
Soient X un espace annelé et F et G deux Ox-modules. Le préfaisceau en
groupes abéliens Homy,  (F,G) est un faisceau.

Démonstration. Soient U un ouvert de X et (U;);c; un recouvrement de
U par des ouverts de X contenus dans U. Montrons que, si pour tout
i € I, on dispose d’un morphisme de Oy,-modules ¢; : F|y, — G|y,, de telle
sorte que p;|u,nu; = ¥j|u;nu; pour tout (i,5) € I?, alors il existe un unique
morphisme ¢ : F|y — G|y tel que ¢|y, = ¢; pour tout i € I.

Soient V' un ouvert de X contenu dans U, et s un élément de F(V'). Pour

tout i € I, soit t; = @i|v.nv (slu.av) € G(U; NV). Pour (i,5) € I? on a
ti|(UmV)n(Uij) =¥ UmUij(S UmUij)
= 9jlv.nv;nv (slu.nu;nv) = Lilw.nvynw,nv),

ot la deuxiéme égalité provient de la relation ¢;|v,nv, = ¢jlu,nu;- On en
déduit 'existence d’un unique t € G(V) tel que t|y,nv =t; pour tout i € I.
Soit ¢y : F(V) — G(V) 'application qui associe & tout s € F'(V) I"unique
élément t € G(V) tel que t|y,nv = @ilu,nv (slu,nv) pour tout i € I. Cette
unicité montre aussi que, pour tout ouverts V et W de X tels que W C
V C U, le diagramme

F(V) 25 Gq(v)

o e

F(W) —— G(W)

est commutatif. Autrement dit, les ¢y (V ouvert de X qui est contenu
dans U) forment un morphisme de faisceaux de F|y dans G|y, qui est
I'unique morphisme tel que ¢|y, = ¢; pour tout ¢ € I. La proposition est
donc démontrée. O
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1.7.

Soient X un espace annelé et F' un Ox-module. Si U est un ouvert de X,
on appelle section de F' au-dessus de U tout élément de F(U). Les sections
de F au-dessus de X sont appelées des section globale de F'. Si s est une
section de F' au-dessus de U et si V' est un ouvert de X contenu dans U,
on désigne par s|y 'image de s dans F(V') par l'application |y .

1.8.

Soient X un espace annelé et F' un Ox-module. Si f est un homomorphisme
de Ox-module de Ox dans F', alors 'image de 1’élément unité de Ox (X)
par f définit un élément de F'(X). Réciproquement, étant donnée une sec-
tion globale s de F, il existe un unique homomorphisme f: Ox — F de Ox-
modules qui envoie 1’élément unité de Ox (X) sur s : pour toute partie ou-
verte U de X, cet homomorphisme envoie a € Ox (U) sur as|y € F(U). Ainsi
on peut identifier 'espace F(X) des sections globales & Homp, (Ox, F)
et considérer les sections globales comme des homomorphismes de Ox-
modules de Ox dans F.

1.9.

Soient F' et G deux Ox-modules. On désigne par G ®o, F' le Ox-module
associé au préfaisceau de O x-modules

G®0X7PfF U — G(U) ®OX(U) F(U),

appelé le produit tensoriel de G et F. Il s’avére que G ®p, F' représente le
foncteur de Ox-Mod dans Ens qui envoie H € Ox-Mod sur ’ensemble
des homomorphismes Ox-bilinéaires de G x F' dans H.

Soit O’ une Ox-algebre, si F' est muni d’une structure de O%-module,
alors F' ®p, G est naturellement muni d’une structure de O%-module.

1.10. Proposition. Soient X un espace topologique, Ox un faisceau d’an-
neaur sur X et O% une Ox-algébre. Soit F' un O -module. Le foncteur
Hom, (F,—) de Ox-Mod dans Ox-Mod est adjoint a droite du foncteur

_®OXF-

Démonstration. Soient G un Ox-module et H un O’ -modules. Pour tout
ouvert U de X, on a une bijection naturelle induite par I’adjonction entre
les foncteurs Hom@/X(U)(F(U), —)et —®Ro @) FU) :

Homo, (1) (G(U), Homey, ) (F'(U), H(U)))

J (VL1)
Homo/X(U) (G(U) ®(9X(U) F(U)v H(U))
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Soient ¢ : G®p, F — H un homomorphisme de O’-modules qui détermine
une famille fonctorielle (en U)

v G(U) @ox ) F(U) = H{U)

d’homomorphismes de O% (U)-modules. Par les bijections (VI-VI.1) on ob-
tient une famille d’homomorphismes de Ox (U)-modules

pu : G(U) — Homo, 1) (F(U), H(U)).

Pour tout ouvert U de X et tout élément s € G(U), les homomorphismes
de O’y (V)-modules (ot V est un ouvert contenu dans U) ¢y (s|y): F(V) —
H(V) définit un homomorphisme de O’ -modules ¥y (s) : F|ly — H|y. On
obtient ainsi un homomorphisme ¥ : G — Hom, (F,H).

Réciproquement, tout homomorphisme de O%-modules G — Homo/x (F,H)
détermine, pour chaque ouvert U de X, un homomorphisme de O’ (U)-
modules

G(U) — Homg, |, (Flv, H|v) — Homoey (1) (F(U), H(U)),

qui correspond a un homomorphisme de Ox(U)-modules G(U) ®o ()
F(U)— H(U). Par passage au faisceau associé, on obtient un morphisme
de faisceaux G ®p, £ — H. O

1.11.

Soient X et Y deux espaces annelés et f: X — Y un morphisme d’es-
paces annelés. Si F' est un Oy-module, on désigne par f*(F) le Ox-module
Ox ®p-1(0y) fYF). Cest un Ox-module, appelé I'image réciproque du
faisceau de Oy-modules F' par 'application f. Ainsi F'— f*(F') définit un
foncteur de la catégorie Oy-Mod dans la catégorie Ox-Mod. En outre,
si G est un Ox-module, alors le faisceau f.(G) est naturellement muni
d’une structure de f,(Ox)-module. Comme f,(Ox) est une Oy-algébre,
on obtient que f, définit un foncteur de Ox-Mod dans Oy-Mod.

1.12. Proposition. Soit f: X — Y un morphisme d’espaces annelés. Le
foncteur f*: Oy-Mod — Ox-Mod est adjoint a gauche du foncteur fi.

Démonstration. Soient F' un Oy-module et G un Ox-module. On a des
isomorphismes fonctoriel en F' et G

Homo,, (F, f«(G)) gHOmf—IOY(f_l(F), Q) %Homox(ox,@f_loy (fH(F), G)).

D’aprés la proposition VI-1.10, on obtient un isomorphisme fonctoriel
Homox (OX’Hoimffl(:)y (f_l(F)7 G)) = Homox (f*<F)7 G)’

d’ou le résultat. O
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1.13. Définition. Soient A un anneau et M un A-module. Soit pt 'es-
pace annelé d’un seul point muni du faisceau constante de valeurs A. On
peut alors considérer M comme un faisceau de module sur pt. On a un
morphisme canonique 7 : A — pt d’espaces annelés. On désigne par M le

A-module 7*(M). Par définition, M est le faisceau associé au préfaisceau

U SytA®a M= S; M.

2. Faisceaux quasi-cohérents

2.1. Définition. Soient X un espace annelé et F' un Ox-module. Si I est
un ensemble, on a un isomorphisme fonctoriel (cf. le corollaire ?7?)

Homo,, (0%, F) == Home, (Ox, F).

Toute famille (s;);c; de sections globales de F' correspond donc & un ho-
momorphisme de Ox-modules de OE’EI dans F. Si cet homomorphisme
O??I — F' est un épimorphisme dans la catégorie Ox-Mod, on dit que
le Ox-module F' est engendré par les sections (s;)icr-

2.2. Proposition. Soit f: X =Y un morphisme d’espaces annelés. Si
F est un Ox-module engendré par ses sections globales, alors I’homomor-
phisme canonique 7 : f*(f.(F)) = F est un épimorphisme dans la catégorie
O)(-Mod.

Démonstration. Tout homomorphisme de Ox-modules s: Ox — F se fac-
torise par f*(f«(F)). En effet, s correspond & un élément dans F(X) =
f+F(Y), qui détermine un homomorphisme de Oy-modules 5: Oy — f.(F).
L’homomorphisme s se factorise de fagon unique par f*(3): Ox — f*(f«(F)).

Soit (s;)ier une famille d’éléments de F(X) telle que 'homomorphisme
p: O?@I — F correspondant a (s;);es soit un épimorphisme dans la catégorie
Ox-Mod. Soit

=@ ) : 0 — [ (f.(F)).
i€l
On a p = 7p. Comme p est un épimorphisme, il en est de méme de 7. [
2.3. Définition. Soit (X, Ox) un espace annelé. On dit qu'un Ox-module

F est quasi-cohérent au point x € X s’il existe un voisinage ouvert U de z
et deux ensembles d’indices I et J tels que F|y soit le conoyau de ’homo-
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morphisme
(Ox|0)®" — (Ox|v)®”.

Si pour tout x € X, F est quasi-cohérent & x, on dit que F est un Ox-
module quasi-cohérent.

2.4. Proposition. Soit f: X —Y un morphisme d’espaces annelés. Si G
est un Oy -module quasi-cohérent, alors f*(G) est un Ox-module quasi-
cohérent. Si G est engendré par ses sections (resp. un nombre fini de ses
sections) au-dessus de' Y, alors f*(G) est engendré par ses sections (resp.
un nombre fini de ses sections) au-dessus de X .

Démonstration. Soient V un sous-ensemble ouvert de Y, U = f~1(V). On
a

[ (@v = flr(Glv).

Notons que f[j; est un foncteur adjoint & gauche, donc commute avec les
limite inductives. Si G|y est le conoyau de

Oy [v)®! — (Oy [v)®,
alors f*(G)|y est le conoyau de ’homomorphisme correspondant
(Ox[0)® — (Ox|v)®”.

De méme, s’il existe un homomorphisme surjectif u : O;‘?I — G, alors I'ho-
momorphisme correspondant

fru: 0% — f4(G)

est surjectif. O

2.5. Théoréme. Soient A un anneau commutatif et F' un A-module sur
Spec A. Alors les conditions suivantes sont équivalentes.

(1) F est quasi-cohérent.

(2) Il existe g1,-- -, gm € A tels que Spec A soit recouvert par (D(g;))1<i<m
et que, pour tout 1 <i<m, F|p(g,) = F(D(g:))" .

(8) Pour tout f € A,

i) sit € F(SpecA) est tel que t|pyy =0, alors "t =0 pour n suffi-
samment positif,

i) pour tout s € F(D(f)), il existe n € N et t € F(Spec A) tels que
frs=tlps) ;
(4) Il existe un A-module M tel que F = M.
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Démonstration. “(1)==(2)" : Pour tout p € Spec A4 il existe f € A tel que
p € D(f) tel qu’on ait les suites exactes suivantes

(Alp(s))®" —2= (Alp(s))®) —— Flps) —— 0.

Comme D(f) est un schéma affine d’anneau f, on a E|D(f) = Zf et donc

AeI ~ AP ~ eI\~
AlBL,) = A9 = (A9T)".

De méme, on a

AeT ~ AP ~ DJ\~
Al = A% = (A7),

Soit ¢ : A??I — Aj‘?‘] le morphisme de Ag-modules correspondant & «. Soit
N le conoyau de ¢. Alors N est le conoyau de «, et donc est isomorphe
a Flpy), dou F(D(f)) =N et F|ps) = F(D(f))™. Enfin, comme Spec A
est quasi-compact, on obtient le résultat.

“(2)=(3)" : Pour tout i € {1,...,m},

(D) |D(far) = tID(r9:) = tp(s) | D(1g:) = O

Comme F|p,) = F(D(g;))™~, il existe N € N tel que (f~/1)(t[p(g)) =0
pour tout i € {1,...,m}. Donc fNt|p(,,) =0 pour tout i € {1,...,m}. On
en déduit que fNt =0.

Pour tout s € F(D(f)) il existe n € N et des s; € F(D(g;)) tels que f"s|p(g,) =
$i|D(fg,i)- Soient Sij = Si‘D(gqygj)- Alors 5ij|D(fgigj) = 5ji|D(fgigj)' Donc il
existe M > 0 tel que (f™/1)(si; — ;i) =0 pour tout (i,5) € {1,...,m}%
Soient t; = (f/1)(s;). Alors il existe t € F(Spec A) tel que t|pg,) = t;.
Donc t[p(s) = f"Ms.

“(3)==(4)" : Soit M = F'(Spec(A)). Pour tout s € F(D(f)), il existe t €
M et n €N tels que f"s =t|p(s). On construit un homomorphisme ®; :
F(D(f)) = My par ®;(s) =t/f". On vérifiera que cette définition ne dé-
pend pas de choix de ¢ et de n. Supposons qu’on ait f™s=t'|p(y). Alors
(f™t' = f™t)|p(y) =0, cest-a-dire qu’il exsite N € N tel que fYN(f"t' —
f™t)=0,donct/f™=t'/f™. D’apres (3) on sait que cette homomorphisme
est injectif. Et ¢/f" = ®¢((1/f")t|p(y)), c’est-a-dire que @y est surjectif.
Enfin, si f"s = t|p(s), alors (fg)"(s|p(tq)) = 9"t|D(sg), donc ® commute

avec les restrictions. Donc F == M.

“(4)==(1)" : En effet, il existe des ensembles d’indices I et J tels qu’on ait
la suite exacte

A AW) M 0.
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Par conséquent on a la suite exacte suivante

A A) M 0.
]

2.6. Proposition. Soient f: X —Y un morphisme d’espaces annelés, F
un Ox-module tel que I’homomorphisme caonique

[ I(F) —F

soit surjectif. Si'Y est affine et si foF est quasi-cohérent, alors F est en-
gendré par ses sections.

Démonstration. Soit A Panneau de Y. Comme f,(F) est quasi-cohérent,
il existe un A-module M tel que f,(F)= M. Notons que M est I'image
d'un A-module libre AD). Comme N — N est un foncteur exact, on a un
homomorphisme surjectif

AD —; £ (F).

Enfin, le foncteur f* est adjoint & gauche, donc on obtien un homomor-
phisme surjectif

O —s f*(f.(F)).

Cela implique que F' est engendré par ses sections. [l

3. Faisceaux de type fini

3.1.

Soit X un espace annelé et F' un Ox-module. On appelle support de F' le
sous-ensemble de X des points x tels que F, # {0}, noté Supp(F).

3.2. Définition

Soient X un espace annelé. Un Ox-module F' est dit de type fini si pour
tout x € X il existe un voisinage ouvert U de x tel que F|y soit un faisceau
quotient d’un faisceau de la forme (Ox|y)P, ou p € N.

3.3. Proposition. Soient X un espace annelé et F' un Ox-module de type

fini.

(1) Soit x € X. Si (8i)icq1,....ny sont des sections de I' au-dessus d’un voi-
sinage ouvert U de x et si s; , engendrent Fy, il existe un voisinage
ouwvert V.C U de x tel que les s;, engendrent I, pour tout y € V.

(2) Le support de F est fermé.
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(3) Si G est un Ox-module, u:F — G est un homomorphisme de Ox-
modules tel que u, =0, il existe un voisinage U de x tel que u|y = 0.

(4) Siv:G— F est un homomorphisme de Ox-modules tel que v, soit
surjectif, il existe un voisinage V de x tel que v|y soit un épimorphisme.

Démonstration. (1) Il existe un voisinage ouvert U; C U de x et un nombre

fini de sections t; € F(12), j € {1,...,p}, tels que (t;)}_; engendrent F|y .

Comme F, est engendré par les (s;4) 4, il existe un voisinage ouvert Us
de x tel que Uz C Uy, et une famille (aij)(; j)e{1,....n}x{1,....py dans Ox (U)
tels que

n
Vie{l..ph tia=Y ijesic.
i=1

On en déduit lexistence d’un voisinage ouvert V' de x contenu dans U tel
que

n
Vie{l,..p} tlv=> aglvsiv,
i=1
d’ou

n
Vje {1,...,])}, tj’y:Zaij’ysi’y.
i=1

pour tout y € V.
2) On prend n =1 et s; =0 dans 1).

3) Notons que l'image de F par u est de type fini, donc son support est
fermé.

4) Notons que le conoyau de u est de type fini, donc son support est fermé.C]

3.4.

Soit X un espace localement annelé. Si x est un point de x, on désigne
par ¢, : Spec k(z) — X le morphisme d’espace localement annelé qui envoie
'unique point de Spec k() sur x € X et tel que 17 :1;1Ox = Ox » — k()
soit ’lhomomorphisme de projection.

Si F' est un Ox-module, on désigne par F(z) 'image réciproque ¢* F'. Rap-
pelons que I'on a F(z) = F, ®oy , k().

3.5. Proposition. Soient X soit un espace localement annelé et F' soit un
Ox -module de type fini, alors

Supp(F) = {x € X | F(x) # {0}}.

Démonstration. En effet, F(x) est un Ox (r)-module de type fini, on utilise
alors le lemme de Nakayama. O




Introduction d& la théorie des faisceaux et des schémas
Huayi Chen

24 décembre 2016 [18:14] Fichier:chap04 chapitre:VI

84. Faisceaux de présentation finie 103

3.6. Corollaire. Soient X un espace localement annelé, et F et G deux
Ox -modules de type fini, alors

Supp(F ®o G) = Supp(F) N Supp(G).

4. Faisceaux de présentation finie

4.1. Définition. Soit X un espace annelé, on dit qu'un A-module M est
de présentaion finie si pour tout x € X il existe un voisinage ouvert U de X
et des entiers p,q € N tels que M|y soit le conoyau d’un homomorphisme
de OFP dans OF.

4.2. Proposition. Soient X un espace annelé et F un Ox-module de
représentation finie. Alors pour tout Ox-module G et tout x € X [’homo-
morphisme canonique

(Homo (F,G))y — Homoe  (Fy, Gs)

est un isomorphisme.

Démonstration. Localement F s’écrit comme le conoyau d’un homomor-
phisme de la forme
0: 0% — O%.

Par conséquent on a la suite exacte suivante :
0 —— Homp, (F,G) —— G —2GP |

ou ® =Homop, (¢, G). En passant a la limite inductive, on a la suite exacte
0 —— Homoy, (F,G)y — G4 —25 G

Mais la suite exacte

P
0% . 0% F, 0
induit la suite exacte :
"
0 —— Homoy , (Fy, Gy) —— G —— G2,

ot ¥, = Hom(ys,G,). Donc on a
(HOI’HOX (F’ G))LE = Homox,z (J:JC’ gﬂc)

d’aprés le lemme des cing. O
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4.3. Corollaire. Soient X un espace annelé et F' et G deur Ox-modules
de représentation finie. Soit x € X. Si F,, et G, sont isomorphes comme
Ox z-modules, alors il existe un voisinage owvert U de x tel que F|y et G|y
sont isomorphes comme Ox |y -modules.

Démonstration. 1l existe un voisinage ouvert V' de = et deux sections
u € Homavy(F(V),G(V)), v e€Homun,)(G(V), F(V))

tels que u(z) et v(z) sont inverses I'un de l'autre. Par conséquent il existe
un ouvert U tel que u|y et v|y sont inverses I'un de Pautre, i.e., Fly et G|y
sont isomorphes en tant que Ox|y-modules. O

4.3.1. Faisceaux cohérents

4.4. Définition

Si (X, .A) est un espace annelé, on dit que un A-module F est cohérent si

1) F est de type fini;

2) Pour tout sous-ensemble ouvert U de X et tout A|y-module homomor-
phisme 6 : (A|y)™ — Fly (m > 0), le noyau de 6 est un A|y-module de
type fini.

Un A-module cohérent est évidemment quasi-cohérent. Un A-module F est

cohérent si et seulement s’il existe un recouvrement ouvert {U;};cr de X
tel que pour tout ¢ € I, F|y, est un A|y,-module cohérent.

4.5. Lemme

Soient (X,.A) un espace annelé et F, G, H trois A-modules. Si F est un
sous-module de H et en méme temps un A-module quotient de G et si G
est de type fini et H est cohérent, alors F est cohérent.

Démonstration. Comme F est un A-module quotient de G on sait que F est
de type fini. Soient 6 : (A|y)"™ — F|y un homomorphisme et i : F|ly — Hl|y
I’homomorphisme canonique de l'inclusion. Alors 706 est un homomor-
phisme de (A|y)™ dans H|y, et Ker = Ker(io ) est de type fini. O

4.6. Théoréme
[Serre] Soient (X,.A) un espace annelé et

0 r-lig %,y 0

une suite exacte de A-modules et A-module homomorphismes. Si deux des
trois modules F, G, H sont cohérents, le troisiéme ’est aussi.

Démonstration. 1) Supposons d’abord que G, H soient cohérents. Il suffit
de vérifier que F est de type fini. Comme G est de type fini, pour tout point
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x € X, il existe un voisinage ouvert U de x et un épimorphisme
o: (Aly)™ —G.

Comme H est cohérent, 7 = Ker(g|yp) est de type fini. Notins que I'image
de Z dans G est le noyau de g, i.e., I'image de F dans G, donc F est de
type fini.

2) Supposons que F et G soient cohérents. Comme la cohérence est une
propriété locale on suppose que F soit engendré par sq,--- , s, € F(X).
Si 6: (Aly)* — H|y est un homomorphisme, alors il existe un relévement
¢ (Alp)* — G|y tel que § = gep. Soit

v (Ap)* @ (Aly)" — Glu

I’homomorphisme défini par ¥ (a,e;) = @(a) + s;, ot ey, -+ , e, sont les gé-
nérateurs canoniques de (A|y)™. Notons que 0 = g|ytig, ou

i (Alp)* — (Ap)* @ (Aly)"

est l'inclusion canonique. On a Kerf = m1(Z), ot Z est le sous-faisceau de
(Aly)"** engendré par e, , e, et Keri,

w1 (Alp)* @ (Alp)" — (Alp)*

est la projection. Comme G est cohérent, on sait que Ker ¢ est de type fini.
Par conséquent, Z est aussi de type fini.

3) Supposons que F et H soient cohérents. Alors G est de type fini. Si
6 : (Aly)* — G|y est un homomorphisme, soit (M, i) le noyau de g|y o,
alors M est de type fini puisque H est cohérent. Notons que 6 o4 est un
homomorphisme de M dans F|y, donc Ker(6oi) = Ker 6 est de type fini
puisque F est cohérent. O

4.7. Corollaire
Soit (X,.A) un espace annelé. Si

Fi— Fy Fs— Fu Fs

est une suite exacte de A-modules telle que F7, Fa, F4 et F5 soient cohérent,
alors F3 est aussi cohérent.

Démonstration. En effet, on a la suite exacte suivante :

0 Imu F3 Imwv 0.
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4.8. Corollaire
Soient (X, A) un espace annelé et 7, G deux A-modules.

1) Si :F — G est un homomorphisme de A-modules, et si F et G sont
cohérents, alors Ker @ et Coker 6 sont aussi cohérents ;

2) F @G est cohérent si et seulement si F et G sont cohérents ;

3) Si F et G sont cohérents, alors F ® 4 G et Hom 4(F,G) sont aussi cohé-
rents.

Démonstration. 1) Considérons d’abord Im 6, il est un sous-faisceau de G
et en méme temps un faisceau quotient de F, donc il est cohérent (Voir
lemme VI-4.5). En fin, on a les suite exactes suivantes :

0—— Ker6 F Imé 0,

0 Imé@ g Coker § —— 0.

2) F et G sont tous sous-faisceau et en méme temps faisceau quotient de
F @G, et on a la suite exacte suivante :

0——F —FoG—G——0.

3) Pour tout z € X il existe un voisinage ouvert U de z et une suite exacte
(A‘U)" E— (.A‘U)m E— ]:|U — 0.
Donc on a la suite exacte

Glv)" —— (Glv)" —— Flv ®4), Glv —— 0.

Comme (G|y)™ et (G|ly)™ sont des A|y-modules cohérents, on sait que
Fu @4, 9luv = (F®aG)|u est cohérent. Par conséquent F ®4 G est un
A-module cohérent.

Similairement, on a la suite exacte :
0 —— Hom, (Flv, Glv) —— (Glv)™ —— (Glo)"

qui implique la cohérence de Hom 4 (F, G). ]

4.9. Proposition

Soit (X,.A) un espace annelé de telle sorte que A soit cohérent comme un

A-module. Alors

1) Pour qu'un A-module soit cohérent, il faut et il suffit qu’il soit de pré-
sentation finie.

2) Pour qu’un sous-module de A” (p € N) soit cohérent, il faut et il suffit
qu’il soit de type fini.
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3) Soit F un faisceau cohérent de A-modules. Pour tout « € X, soit Z(x)
l'idéal de A(z) formé des a € A(x) tels que af =0 pour tout f € F(x).
Les Z(x) forment un faisceau cohérent d’idéaux (appelé I'annulateur de

F).

Démonstration. 1) La necessité est triviale.

Suffisance : Localement F est le conoyau de deux A-modules cohérents,
donc F est aussi cohérent.

2) F est de type fini si et seulement si localement il est image de A?
(g € N). Comme F est un sous-faisceau de AP, cela équivaut le fait que F
est cohérent d’apres le lemme VI-4.5.

3) A/Z est un sous-faisceau de F qui est un A-module de type fini (Voir
lemme VI-4.5), donc il est cohérent. Par conséquent Z lui-méme est aussi
cohérent d’aprés le théoréme de Serre (théoréme VI-4.6). O

4.9.1. Faisceaux cohérents sur un spectre premier

4.10. Lemme

Soit A un anneau. Si ¢ : N — M est un homomorphisme surjectif de A-
modules tel que Ker ¢ soit de type fini. Alors pour tout homomorphisme
1 : AP - M de A-modules, le noyau d’homomorphisme ® = (p,v): N &
AP — M est un A-module de type fini.

Démonstration. Supposons que (e;)i<;<p est une base canonique de AP,
alors pour tout i € {1,2,--- ,p} il existe f; € N tel que g; =¢; — f; € Ker ®,
cela entraine que Ker ® est engendré par Ker ¢ et les g;. ([l

4.11. Lemme
Soient A un anneau et {f; | ¢ € I'} une famille d’'un nombre fini d’éléments
de A de sorte que Z Af; = A, et M un A-module.
iel
1) Pour que M =0, il faut et il suffit que, pour tout ¢ € I, My, =0.
2) Pour que M soit de type fini, il faut et il suffit que, pour tout ¢ € I, My,
soit de type fini comme un Ay,-module.

3) Pour que M soit de présentation finie, il faut et il suffit que, pour tout
i € I, My, soit de présentation finie comme un Ay,-module.

Démonstration. 1) Si x € M, alors il existe N € N tel que pour tout i € I,
Nz =0. Notons que

rad (ZAﬁV) DY Afi=A4,

iel i€l
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donc il existe a; € A tels que ZaifiN =1,ie.,0onaz=0.
iel
2) On suppose que My, soit engendré par x;;/1 (j € {1,--- ,n;}), ot ;5 €
M. Posons N = Zni, et ¢ : AN — M T’homomorphisme de sorte que ¢
iel
envoie la base canonique de AN en {x;; |i€1,j=1,---,n;}. Alors pour
tout ¢ € I,
(Coker )y, = Coker(py,) =0,

i.e., ¢ est surjectif.

3) D’aprés lemme VI-4.10 on sait qu’il existe n € N et pour tout i € T
un homomorphisme surjectif ¢; : A? — My, tels que Ker ¢; soient de type
fini. Si (e;5)1<j<n est une base canonique de A?i, et gilei;) =xii/ 7,
considérons I’homomorphisme

(pgtA?i—>Mfi, eij»—>a:ij/1.

gog est surjectif, et Ker gog = Ker ¢;. Donc on peut supposer que n;; =0 pour
tout i € I, 1 < j <n. Soit @ : Anc@rd(l) 4 M T’homomorphisme qui envoie
la base canonique de A1) ep {z;;|i€I,1<j<n}. D’apréslemme VI
-4.10 on sait que (Ker @)y, est de type fini quel que soit ¢ € I. Donc Ker ®
est aussi de type fini. |

Comme une conséquence du lemme VI-4.11, on a le théoréme suivant :
(Notons que le spectre premier d’un anneau est quasi-compact)

4.12. Théoréme

Soient A un anneau et M un A-module. Pour que M soit un A-module
de type fini (resp. de présentation finie) il faut et il suffit que M soit un
A-module de type fini (resp. de présentation finie).

4.13. Lemme

Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini, alors M
est cohérent comme un A-module.

Démonstration. Comme A est noethérien, un A-module de type fini est
toujours de présentation finie. Et A est un module cohérent sur lui-méme
puisque pout tout f € A, Ay est un anneau noethérien (base d’Hilbert).

D’aprés proposition VI-4.9 on sait que M est un A-module cohérent. [

4.14. Théoréme

Soit A un anneau noethérien et F un A-module, alors les conditions sui-
vantes sont équivalentes :
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1) F est cohérent.

2) F est quasi-cohérent et de type fini.
3) F= M, ou M est un A-module de type fini.

Démonstration. “1)==-2)" est évident.
“3)=1)" est le lemme VI-4.13.

“2)=3)” : D’aprés le théoréme VI-2.5 il existe un A-module M tel que

F = M. Comme F est A-module de type fini, on sait que M est A-module
de type fini d’apreés le théoréme VI-4.12. O

4.15. Définition

Si A est un anneau noethérien, on dit que (Spec A, ﬁ) est un shéma affine
noethérien.

4.15.1. Faisceaux localement libres
4.16. Définition

Soit (X, Ox) un espace annelé. On dit qu'un Ox-module F est localement
libre si pour tout = € X il existe un voisinage ouvert U de z tel que F|y
soit un Ox |y-module libre. Si pour tout U, F|y est un Ox |y-module libre
de rang fini (resp. de rang n), on dit que F est un Ox-module localement
libre de rang fini (resp. de rang n).

4.17. Proposition

Soient (X, Ox) un espace annelé et F un Ox-module localement libre de
rang fini. Alors pour tout z € X, F(z) est un Ox (z)-module libre de rang
n(x) < +o00, et Papplication n: X — Z est continue, out Z est muni de la
topologie discréte.

Démonstration. D’apreés la définition on sait que F(z) est un Ox (z)-module
de rang fini, et pour tout x € X il existe un voisinage U de x tel que F|y
soit Ox|y-module de rang n(x). O

4.18. Définition

Soit (X, Ox) un espace annelé. On appelle O x-module inversible tout O x-
module localement libre de rang 1.

4.19. Définition

Soit (X,Ox) un espace annelé. Si F est un Ox-module, on définit F :=
Homo (F,Ox), appelé le dual de F.
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4.20. Proposition
Si &€ et F sont deux O x-modules, alors on a un homomorphisme canonique
E®oyx F — Homoy (€, F).
Si € ou F est localement libre de rang fini, alors cet homomrphisme est un
isomorphisme.
Démonstration. On se raméne au cas ot £ = O% ou F = O%.
Si £ = 0%, alors £ = O%,
g®ox F=F"=Homoy (Ox, F)" =Home, (O%,F).
Si F = 0%, alors
ERoy F= ()™ =Homo, (£,0x)™ =Homoy (€, F).

4.21. Corollaire

Si £ est inversible, il en est de méme de son dual, et on a I'isomorphisme :

g®0X5—>OX.

4.22. Définition
Si L est un Ox-module inversible, posons
LE" = (L£)P™)
pour n < 0.
Le Corollaire VI-4.21 montre que les £2" forment un groupe.

Soit (X, Ox) un espace annelé, £ un Ox-module inversible. On désigne par
I'.(£) le group commutatif

I.(L)=EPrx,com.

neZ

Si sel,(L) et t €T, (L) sont deux sections, alors s ®t € T'(X, L™ @0,
L®™) se correspond canoniquement & une section dasn I'(X, L&),
I'.(£) est ainsi muni d’une structure d’anneau gradué. Maintenant si F est
un Ox-module, posons

L.(L,F) =EPT(X, F oo, L")
neZ

Alors T, (L, F) est canoniquement muni d’une structure de I',(£)-module
gradué.
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Soit (X, Ox) un espace localement annelé. Pour tout « € X, on désigne par
m(z) I'idéal maximal de Ox (z), et x(x) son corps résiduel. Si F est un Ox-
module et s est une section de F, on désigne par 5(z) l'image canonique
de s(z) dans F(z)/m(x)F(x).

4.23. Proposition
Soient (X, Ox) un espace localement annelé, F un Ox-module localement
libre de rang fini. Si s est une section de F au-dessus de X, alors ’ensemble

Xs:={x e X |35(z)#0}
est ouvert.

Démonstration. On se rameéne au cas ot F = Ox. Si 5(x) # 0, il est inver-
sible dans un voisinage de . O

4.24. Proposition

Soient (X, Ox) un espace annelé¢, F un Ox-module de présentation finie,
x un point de X. Alors F est localement libre en z si et seulement si F(z)
est un Ox (z)-module libre.

Démonstration. La necessité est triviale.
“Suffisance” : Il existe un O x-module libre G et deux éléments
o € Homp () (F(z),G(x)), B €Homp (1)(G(x), F(z))
tels que aff = 1g(z), Ba=17(,). D’aprés la Proposition VI-4.2 on sait qu’il
existe un voisinage ouvert U de z dans X et deux sections

u € Homo (F,G)(U), veHomo,(G,F)U)

tels que uwv = 1g|,,, vu = 17|, . Par conséquent F est localement libre en
x. [l

4.25. Théoréme. Soient A un anneau et M un A-module de présentation

finie. Pour que M soit un A-module localement libre, il faut et il suffit que
M est un A-module projectif.

Démonstration. “Suffisance :” Si M est un A-module projectif, pour tout
p € Spec A, M, est un Ay,-module projectif de type fini, donc est un A,-
module libre car A, est un anneau local.

“Necessité” : Pour tout idéal premier p de A, M, est un A,-module libre,
donc projectif, i.e., Homy4, (M, —) est un foncteur exact. Si

0 N’ N N" 0
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est une suite exacte de A-modules, alors

0 Ny Ny Ny 0
est une suite exacte de Ap-modules, donc la suite
0 —— Homa, (M,, N,g) —— Homa, (My, Ny) —— Homy, (M,, NI;’) —0

est exacte. Comme M est un A-module de présentation fini, cette suite
exacte n’est rien d’autre que

0 —— Homa (M, N'), —— Homs (M, N), —— Hom (M,N"), —— 0.

Comme p est arbitraire, on sait que Hom 4 (M, —) est un foncteur exact,
i.e., M est un A-module projectif. a

4.25.1. Comportement sous image réciproque

On suppose que f: X — Y soit un morphisme d’espaces annelés.

4.26. Proposition
Soit G un Oy-module, F = f*G.

1) Si G est de type fini (resp. de présentation finie, localement libre, quasi-
cohérent), alors il en est de méme de F.

2) Si G est cohérent et si Ox est cohérent comme O x-module, alors F est
aussi cohérent.
Démonstration. 1) Cela résulte du fait que f* est un foncteur exact a droite.

2) Une conséquence de 1) et de la Proposition VI-4.9 1). O

4.27. Proposition

Si £ est un Oy-module localement libre, alors
(&)Y =14 (&)

Démonstration. f* étant adjoint & gauche, on se raméne au cas ou € =Ox.
Dans ce cas, la proposition est évidente. O

Si F est un faisceau de base Y, alors pour tout z € X, f~1(F)(x) = F(f(x)).
Par conséquent, on a la proposition suivante.
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4.28. Proposition

Si F et G sont deux Oy-modules, alors on a un isomorphisme canonique
FHF) @100 FHG) — [THF @0y 9),
et par conséquent, on a l’isomorphisme suivant :
[ (F)@ox f7(G) — [M(F oy 9).
Particuliérement si £ est un Oy-module inversible, alors

F1E) = £ ()",

4.29. Proposition

Si F et G sont deux Oy-modules, alors on a ’homomorphisme canonique
f*(Homo, (F,G)) — Homoy (f*(F), f7(9)).

Si de plus F est localement libre de rang fini, alors il est un isomorphisme.

Démonstration. L’homomorphisme se résulte de I'isomorphisme canonique
F (Homoy (F,G)) — Homys— 0,y (fH(F), F7HG)).

Pour la deuxiéme assertion, on se raméne au cas ou F = Ox. O

4.30. Proposition

Si F et £ sont Ox-modules, alors on a ’homomorphisme canonique :

[+(F) @oy € — [u(F) @oy [+([(€)) — [+(F Qox [(£)).

Si de plus £ est localement libre de rang fini, alors il est un isomorphisme.

Démonstration. On se raméne au cas ou £ = Ox. O




