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Chapitre VIII

Schéma projectif

1. Faisceau inversible ample
Dans ce paragraphe, on fixe un schéma X qui est quasi-compact et quasi-
séparé. On désigne par π :X → SpecZ le morphisme structurel. Pour tout
x∈X, on désigne par Ox,x l’anneau local de X en x, par κ(x) le corps rési-
duel de OX,x et jx : Specκ(x)→X le morphisme de schémas qui définit l’in-
clusion de {x} dans X. Si L est un OX -module inversible et s ∈H0(X,L),
on désigne par s(x) l’image canonique de s dans j∗x(L) et on note

Xs := {x ∈X | s(x) 6= 0}.

1.1. Proposition. Soient L un OX-module inversible et s ∈ H0(X,L),
alors Xs est un sous-ensemble ouvert de X.

Démonstration. On se ramène au cas où X est affine et L est isomorphe à
OX . Dans ce cas-là Xs s’identifie à D(s). �

1.2. Proposition. Soient X un schéma quasi-compact et quasi-séparé,
L un OX-module inversible et F un OX-module quasi-cohérent. Soit s ∈
H0(X,L).

(1) Si f est un élément de H0(X,F ) dont la restriction à Xs s’annule,
alors il existe un entier n> 1 tel que snf = 0 dans H0(X,L⊗n⊗F ).

(2) Si g est un élément de H0(Xs, F |Xs), alors il existe un entier n0 ∈N tel
que, pour tout entier n> n0, la section sn|Xsg s’étend en une section
globale de L⊗n⊗F sur X.
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Démonstration. (1) Pour la première partie, il suffit de supposer X quasi-
compact. Dans ce cas-là on peut se ramener au cas où X est affine et L est
trivial.

(2) On écrit X =
⋃
i∈I Ui où I est un ensemble fini et Ui est un ouvert

affine de X sur lequel L se trivialise. Pour tout i ∈ I, soient Ai = O(Ui),
Mi =H0(Ui, F ) et si la restriction de s à Ui. Le schéma Xs ∩Ui est affine
d’anneau (Ai)si . Il existe donc m> 1 tel que, pour tout i, smi |Xs∩Uig|Xs∩Ui
se relève en une section hi dans H0(Ui, L

⊗m ⊗ F ). Pour tout (i, j) ∈ I2,
soit αij = hi|Ui∩Uj − hj |Ui∩Uj . On a αij |Xs∩Ui∩Uj = 0. Comme Ui ∩Uj est
quasi-compact, il existe n suffisamment grand tel que

(sn−mi hi)|Ui∩Uj = (sn−mj hj)|Ui∩Uj .

Par recollement on obtient le résultat. �

1.3. Définition. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé. On dit
qu’un OX -module inversible L est ample si, pour tout OX -module quasi-
cohérent de type fini F , il existe un entier n0 (qui dépend de F et L) tel
que, pour tout entier n > n0, le faisceau L⊗n ⊗ F soit engendré par ses
sections globales.

On dit qu’un OX -module inversible L est sans lieu de base si l’homomor-
phisme canonique π∗π∗(L)→ L est un épimorphisme. Cela revient à dire
que L est engendré par ses sections globales.

1.4. Proposition. Soit X un schéma quasi-compact et quasi-séparé.

(1) Si L et L′ sont deux OX-modules inversibles sans lieu de base, alors
L⊗L′ est sans lieu de base.

(2) On suppose qu’il existe un OX-module inversible ample M . Un OX-
module inversible L est ample si et seulement s’il existe un entier n0> 1

tel que L⊗n0 ⊗M∨ soit engendré par ses sections globales.

(3) Si L est un OX-module inversible ample et si L′ est un OX-module
inversible sans lieu de base, alors L⊗L′ est un OX-module inversible
ample.

(4) Soit L un OX-module inversible. Si L est ample, pour tout entier n> 1,
L⊗n est ample. Réciproquement, s’il existe un entier n> 1 tel que L⊗n

soit ample, alors L est ample.

(5) Si L est un OX-module inversible ample et si L′ est un OX-module
inversible, alors il existe un entier n0 tel que L⊗n⊗L′ soit ample pour
tout entier n> n0.
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Démonstration. (1) Le morphisme canonique

π∗(π∗(L))⊗OX π∗(π∗(L′))∼=π∗(π∗(L)⊗π∗(L′))−→π∗(π∗(L⊗L′))−→L⊗L′

est un épimorphisme. On en déduit que le morphisme canonique

π∗(π∗(L)⊗π∗(L′))

est un épimorphisme.

(2) Montrons d’abord qu’il existe un entier n1 > 1 tel que L⊗n1 soit sans
lieu de base pour tout entier n > n1. Comme M est ample, il existe un
entier n2 > 1 tel que M⊗k, M⊗k ⊗L, . . . ,M⊗k ⊗L⊗(n0−1) soient sans lieu
de base pour tout k > n2. Si n> n1 := n0n2, on peut écrire n sous la forme
n= kn0 + r avec k > n2 et r ∈ {0, . . . , n0− 1}. Par (1) on obtient que

L⊗n ∼= (L⊗n0 ⊗M∨)⊗k ⊗ (M⊗k ⊗L⊗r)

est sans lieu de base.

Soit F un OX -module quasi-cohérent de type fini. Il existe un entier m0 > 1

tel que le faisceau F ⊗M⊗m0 soit engendré par ses section globales. Comme
ce faisceau est de type fini et X est quasi-compact, on en déduit qu’il existe
un entier N > 1 et un épimorphisme de OX -modules

O⊕NX −→ F ⊗M⊗m0 .

Quitte à prendre le produit tensoriel par M∨⊗m0 on obtient un épimor-
phisme

(M∨⊗m0)⊕N −→ F.

Si n est un entier, n>n0m0 +n1, on peut écrire n sous la forme n= km0 +r,
où k et r sont deux entiers, k > n0 et n> n1. On a

L⊗n⊗M∨⊗m0 ∼= (L⊗n0 ⊗M∨)⊗m0 ⊗L⊗((k−n0)m0+r),

qui est sans lieu de base. On en déduit que L⊗n⊗F est engendré par ses
sections globales.

(3) On a (L⊗L′)⊗L∨ est sans lieu de base. Par (2) on obtient que L⊗L′
est ample.

(4) On suppose que L est ample. Il existe un entier m0 > 1 tel que L⊗m

soit sans lieu de base pour tout entier m >m0. Si n > 1 est un entier, on
a (L⊗n)⊗m0 ⊗ (L∨m0n)∼=OX est sans lieu de base. Par (2) on obtient que
L⊗n est ample.

Réciproquement, si L⊗n est ample, où n est un entier, n> 2, comme L⊗n⊗
(L⊗n)∨ ∼=OX est sans lieu de base, on obtient que L est ample.
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(5) Il existe un entier n0 tel que L⊗n⊗L′ soit sans lieu de base pour tout
entier n> n0− 1. Donc L⊗n⊗L′ = (L⊗(n−1)⊗L′)⊗L est ample pour tout
n> n0. �

2. Schéma quasi-projectifs
Soient S un schéma, F un OS-module quasi-cohérent et L un OS-module
inversible. Si f : F → L est un morphisme de OS-modules, on appelle lieu
de base de f le sous-schéma défini par l’idéal quasi-cohérent l’image de
morphisme

1⊗ f : L∨⊗F −→ L∨⊗L∼=OS .

2.1. Théorème. Soient S un schéma et E un OS-module quasi-cohérent.
Le foncteur Sch◦/S →Ens, qui associe à chaque S-schéma ϕ :X→ S l’en-
semble des classes d’isomorphisme de quotients inversibles de ϕ∗(E), est
représentable par un S-schéma π : P(E)→ S.

Démonstration. On définit un foncteur G : An→ Ens comme suit. Pour
tout A ∈An, G(A) est l’ensemble des couples (ρ, f), où ρ ∈ S(X) et f :
ρ∗(E)→ Qf est un A-module quotient projectif de rang 1 de ρ∗(E) (on
identifie ρ∗(E) à un A-module). Par recollement de morphismes de schémas
et recollement de faisceaux quasi-cohérents, on obtient queG est un faisceau
pour la topologie de Zariski-Grothendieck.

Soient U un ouvert affine de S et s un élément de E(U), on définit un
sous-foncteur Gs de G comme suit. Pour tout anneau A ∈An, Gs(A) est
l’ensemble des (ρ, f) ∈G(A) tels que Im(ρ)⊂ U et que

A
s // E(U)⊗O(U)A

f
// Qf

soit un isomorphisme.

Montrons d’abord que le foncteur Gs est représentable. Soit R l’algèbre
symétrique de E(U) sur O(U). Soit R(s) le sous-anneau de la localisation
Rs engendré par les éléments de la forme t/s où t∈O(U). Montrons que Gs
est représenté par R(s). Rappelons que R représente le foncteur qui envoie
A∈An sur l’ensemble des couples (θ, α), où θ :O(U)→A est un morphisme
d’anneau et α : E(U)⊗O(U)A→A est un morphisme de A-modules. On a

A
s // E(U)⊗O(U)A

α // A

est un isomorphisme si et seulement si α(s⊗ 1) est un élément inversible
de A. Cela revient à dire que α induit un morphisme de O(U)-algèbres de
R(s) vers A.
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Montrons ensuite que le sous-foncteur Gs est ouvert. Soit λ : hA→ G un
morphisme de foncteur, qui correspond à un couple (ρ, f) ∈ G(A), où ρ :
SpecA→ S est un morphisme, f : ρ∗(E)→ L est un quotient projectif de
rang 1, alors Gs×G hA est le sous-foncteur de hA défini par l’ouvert

{x ∈ SpecA | f(x)(s(x)) 6= 0}.

Il existe alors un schéma P(E) qui représente le foncteur G. En outre,
on a un morphisme de foncteurs naturel de G vers SS par la projection
sur la première coordonnée, qui correspond à un morphisme de schémas
P(E)→ S. Par le recollement de faisceaux on obtient que le foncteur dans
le théorème est représenté par le S-schéma P(E). �

2.2. Remarque.
(1) Si E est de type fini, alors le morphisme P(E)→ S est de type fini.
(2) Si on désigne par π : P(E)→ S le morphisme structurel, alors l’objet

universel du foncteur représentable est un quotien inversible que l’on
note OE(1).

(3) Si E→E′ est un épimorphisme de OS-modules quasi-cohérent, alors on
a un morphisme naturel P(E′)→ P(E) qui est une immersion fermée.

(4) Soient S un schéma, E un OS-module quasi-cohérent et L un OS-
module inversible. Si f : E → L est un morphisme de OS-module, on
appelle lieu de base de f (noté B(f)) le sous-schéma fermé défini par
l’idéal quasi-cohérent l’image du morphisme

1L∨ ⊗ f : L∨⊗E −→ L∨⊗L∼=OS .

Par définition, f est un épimorphisme si et seulement si son lieu de
base est vide.

(5) Si ϕ :X → S est un morphisme de schémas et si f : ϕ∗(E)→ L est un
morphisme de OX -modules, alors f induit un morphisme de S-schémas

ψ :X \B(f)−→ P(E)

tel que ψ∗(OE(1)) soit isomorphe à la restriction de L à X \B(f).

2.3. Proposition. Soient S un schéma et E un OS-module de type fini.
Alors le morphisme π : P(E)→ S est propre.

Démonstration. On a vu que le morphisme π est de type fini. Soit A un
anneau de valuation dont le corps des fractions estK. Soit ρ : SpecA→S un
morphisme de schémas et λ :E⊗OS K→K un quotient de rang 1. L’image
de E⊗OS A par λ donne un quotient de E⊗OS A qui est un sous-A-module
de type fini de K (donc est un A-module libre de rang 1). Par le critère
valuatif de propreté, on obtient que le morphisme π est propre. �
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2.4. Spectre projectif
Soit S un schéma. Soit A• =

⊕
n∈NAn une OS-algèbre graduée quasi-

cohérente. On suppose que A• est engendré par A1. On définit un foncteur
F : Sch◦/S →Ens le foncteur qui envoie tout S-schéma ϕ : T → S sur l’en-
semble des quotients inversible du faisceau ϕ∗(A1)→ L qui se prolongent
en un morphisme de OS-algèbres graduées⊕

n∈N
An −→

⊕
n∈N

L⊗n.

Il s’avère que ce foncteur est représentable par un S-schéma que l’on note
Proj(A•), appelé spectre projectif de A•. En outre, le S-morphisme cano-
nique Proj(A•)→ P(A1) est une immersion fermée.

2.5. Définition. Soient S un schéma et ϕ :X→ S un morphisme de sché-
mas. On dit qu’un OX -module inversible L est très ample relativement à ϕ
s’il existe unOS-module quasi-cohérent F et une S-morphisme i :X→P(F )

telle que i soit une immersion et que L ∼= i∗OF (1). Si S = SpecZ, on dit
simplement que L est très ample.

2.6. Exemple. Si L est sans lieu de base etX→P(ϕ∗L) est une immersion,
alors L est très ample relativement à ϕ.

Enfin, on montre que G est recouvert par les Gs. Soit K un corps. L’en-
semble G(K) consiste des couples de la forme (ρ, f), où ρ : SpecK → S

est un morphisme de schémas, et f : ρ∗E→K est un épimorphisme de K-
modules. Il existe donc un voisinage ouvert affine U de Im(ρ) et s ∈ E(U)

tel que f(s⊗ 1) est non-nul. On obtient donc (ρ, f) ∈Gs(K).

2.7. Proposition. Soient S = SpecA un schéma affine, ϕ :X→S un mor-
phisme quasi-compact et quasi-séparé. Si L est un OX-module très ample
relativement à ϕ, alors il est ample.

Démonstration. Il existe un A-module E est un épimorphisme ϕ∗(E)→ L

qui induit un épimorphisme⊕
n∈N

Symn(ϕ∗E)−→
⊕
n∈N

L⊗n.

Par définition P(E) est le spectre projectif de
⊕

n∈N Symn(E) et on a
H0(P(E),OE(n)) ∼= Symn(E). De plus, les ouverts de la forme P(E)u, où
u∈

⋃
n>1 Symn(E) forment une base de topologie de P(E). Par conséquent,

les ouverts de X de la forme Xs, où s∈
⋃
n>1H

0(X,L⊗n) forment une base
de topologie de X.
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Soit F unOX -module quasi-cohérent de type fini. Il existe un entier d suf-
fisamment divisible et une famille finie (si)

n
i=1 d’éléments de H0(X,L⊗d)

telles que, ∀ i ∈ {1, . . . , n}, F |Xsi est un quotient d’un OXsi -module libre
de rang fini. si g est une section dans H0(Xsi , F ), il existe un entier n0 tel
que, pour tout n > n0, sni g se prolonge en une section globale. Par consé-
quent, pour n suffisamment grand, L⊗dn⊗F est engendré par ses sections
globales. Donc L⊗d est ample. �

2.8. Proposition. Soient S = SpecA un schéma affine, ϕ : X → S un
morphisme quasi-séparé et de type fini, et L un OX-module ample. Alors il
existe un entier n0 > 1 tel que, pour tout entier n> n0, L⊗n soit très ample
relativement à ϕ.

Démonstration. Le point clé est de montrer que, pour tout x ∈X, il existe
un voisinage ouvert affine de x de la forme Xs avec s ∈

⋃
n>1 Γ(X,L⊗n).

Soit U un voisinage ouvert affine de x, où L se trivialise. Soit I un faisceau
d’idéaux qui définit un sous-schéma fermé dont l’espace topologique sous-
jacent est X \U . Pour tout entier n, soit In l’image de

ϕ∗(ϕ∗(I ⊗L⊗n))⊗L∨⊗n −→ I.

Comme X est quasi-compact, I est la limite inductive de ses sous-OX -
modules de type fini. Il s’avère que, pour tout sous-OX -module de type
fini I ′ de I, il existe un entier n > 1 tel que I ′ ⊂ In, d’où I =

∑
n>1 In. Il

existe alors s ∈ Γ(X, I ⊗L⊗n) ⊂ Γ(X,L⊗n) tel que s(x) 6= 0, ou de façon
équivalente, x∈Xs ⊂U . Comme L se trivialise sur U on obtient que Xs est
un sous-schéma ouvert de U défini par la non-annihilation d’une fonction
régulière, donc un schéma affine.

Comme X est quasi-compact, il existe un entier d> 1 et une famille finie de
sections (si)

n
i=1 dans Γ(X,L⊗d) telle que (Xsi)

n
i=1 forment un recouvrement

de X par des ouverts affines. Pour tout i ∈ {1, . . . , n, }, l’anneau de Xsi est
une A-algèbre de type fini. Soit (fij)j∈Ji une famille de générateurs de
O(Xsi) comme A-algèbre. Il existe un entier r > 1 tel que sri fij se prolong
en une section sij de L⊗rd pour tout i ∈ {1, . . . , n} et j ∈ Ji (car X est
quasi-compact et quasi-séparé).

Considérons le morphisme canonique η : X → P(Γ(X,L⊗rd)) =: P induit
par le morphisme canonique ϕ∗(ϕ∗(L⊗rd))→ L⊗rd. On a Xsi = η−1(Psri )
pour tout i. En outre, Psri est un schéma affine et le morphisme d’anneaux
O(Psri )→O(Xsi) envoie sij/sri sur fij , donc est surjectif. On en déduit que
η est une immersion fermée. �
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