CHAPITRE 4

INTEGRATION

4.1. Notations et hypothéses

On fixe un ensemble non-vide €2 et un espace vectoriel S de fonctions réelles sur €2
tel que, pour tout couple (f,g) € S, on ait min(f,g) € S?. Comme S est un espace
vectoriel, on en déduit que, pour tout (f,g) € S?, on a

max(f,g) = f +g - min(f.g) €S, |f| = max(f,0) ~ min(f,g) € .

On appelle application d’intégration toute forme linéaire I : S — R telle que
I(f) > 0 pour toute fonction positive dans S (cette hypothése montre que I'application
I préserve la relation d’ordre : pour tout couple (f,g) € S? tel que f < g, on a
I(f) < I(g)) et satisfait a la condition de convergence monotone comme suit : pour
toute suite décroissante (f,)nen de fonctions dans S qui converge simplement vers la
fonction nulle, la suite (I(fy,))nen converge vers 0. Cette condition implique que, si
(fn)nen est une suite croissante de fonctions dans S qui converge vers une fonction
feS, ona nll}rfoo I(f,) = I(f). En effet, la suite (f — fn)nen dans S est décroissante

et converge simplement vers la fonction nulle. Donc I(f — f,,) = I(f) — I(f.) converge
vers 0 quand n tend vers I'infini.

Dans la suite, on fixe une application d’intégration I : S — R. On désigne par
ST Tensemble des applications de  dans R U {+00} qui peuvent s’écrire comme la
limite simple d’une suite croissante de fonctions dans S. On vérifie facilement que
I'ensemble ST est stable par addition et par multiplication par un scalaire positif.
La proposition suivante montre que l'application linéaire I : S — R s’étend en une
application I : ST — R U {+00} qui préserve I’addition et la multiplication par un
scalaire positif.

Proposition 4.1. — (1) Soient (f,)nen une suite croissante dans S et f un élément
de S. Si f est majorée par la limite simple de la suite (f,)nen, alors I(f) est borné
supérieurement par la limite de (I(fy))nen-
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(2) Soient (fn)nen €t (gn)nen deux suites croissantes dans S, si la limite de (fp)nen
est magorée par celle de (gn)nen, alors on a

lim I(fn) < ngrf_loo I(gn)-

n—-+oo

Démonstration. — (1) La suite (min(f, f,))n>0 est croissante et converge vers f. On
obtient donc

(/)= lm T(win(f, f,)) < lim I(f,).

n—-+4o0o

(2) Pour tout entier m € N on a

fm < lim f, < lim g,.

n—-+4o0o n—-+4oo
D’aprés (1), on a
I(fm) < nll)rfoo 1(gn).-
Par passage a la limite quand m — +00, on obtient le résultat. O
On étend I en une application de ST dans R U {+occ} comme suit. Si f est un

éléement de ST qui s’écrire comme la limite d'une suite croissante (f,,)nen dans S, on
pose

1()= lim_I(f).
La proposition 4.1 montre que cette définition ne dépend pas du choix de la suite

(fn)nen- Les propriétés élémentaire de limite montrent que application étendue sa-
tisfait aux conditions suivantes :

(1) si f et g sont deux éléments de ST, on a I(f +g) = I(f) +1(g);
(2) si feSTetA>0,alors I(\f) = A(f);
(3) si f et g sont deux éléments de ST tels que f < g, alors I(f) < I(g).

La proposition suivante montre que ST est stable par limite croissante et que 'opé-
rateur I : ST — R U {+oc} préserve la limite croissante.

Proposition 4.2. — Si (fu)n>0 est une suite croissante dans ST qui converge sim-
plement vers une application f : Q — RU {+oc}, alors f appartient a ST, et

(4.1) 1) = Tim_1(f).

Démonstration. — Pour tout k € N, soit (gk,m)men une suite croissante dans S qui
converge vers fi. Pour tout n € N, soit hy, = max(go n,--.,gn.n) € S. Lasuite (hp)nen

est croissante.

Pour tout (k,n) € N2, k < n, on a f, > h, > grn. En particulier, pour tout
EeN,ona f>lim, o h, 2 lim, 100 gk,n = fi. Par passage & la limite quand
k — o0, on obtient f = hrf h, € ST. De plus, on a I(f) = limy 400 I(hy) <

n—-+0oo
lim,, 400 I(fpn). Or pour tout n € Non a f > f,, dou I(f) > lirf I(f,). L'égalite
n—-+0oo
(4.1) est donc démontrée. O
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On désigne par S* I'ensemble {—f : f € ST}, qui s’identifie & I’ensemble des appli-
cations de 2 vers RU{—oc} limites simples de suites décroissantes dans S. L ensemble
St est stable par addition, multiplication par un scalaire positif, les opérations max
et min, ainsi que limite décroissante. On peut étendre I en une application de S+ dans
R U{—o0} telle que

Vfest, I(f)=—I(-f).
L’application étendue satisfait aux propriétés suivantes :
1) si f et g sont deux éléments de S*, on a I(f +g) = I(f) + 1(9);
2) si feStetA>0,alors I(\f) = A(f);
3)
1)

(
(
(3) si f et g sont deux éléments de St tels que f < g, alors I(f) < I(g);
(4) si (fn)n>0 est une suite décroissante dans St qui converge vers une application
f,alors f € Stet I(f) = lim I(f,).

n—-+00

Remarque 4.3. — Soit h une fonction dans ST N S+. 11 existe alors une suite crois-
sante (fp)nen et une suite décroissante (gn)nen qui convergent simplement vers h. La
suite (gn — fn)nen dans S est décroissante et converge simplement vers la fonction
nulle. On en déduit que les suites (I(fy))nen €t (I(gn))nen convergent vers la méme
limite. Ainsi les applications étendues ST — RU {400} et S¥ — RU{—oco} définissent
en fait une application I : S*UST — RU{=+o00}. Cette application préserve la relation
d’ordre. En effet, si f € S¥ et g € ST sont tels que f < g (c’est le seul cas qui ne
provient pas directement de la définition), alors on a —f € ST, et donc g — f € ST.
On en déduit que 0 < I(g— f) =1(g) + I(—f) = I(g) — I(f).

4.2. Fonctions intégrables

On désigne par .£*(S,I) 'ensemble des fonctions réelles h sur € telles que

4.2 sup I(g)= inf I(f)ER.
( ) geSt, g<h (g) fest, f=h (f)

Si h est un élément de £1(S, I), on désigne par I(h) le nombre réel dans (4.2).

Théoréme 4.4. — L'ensemble £1(S,I) est un espace vectoriel contient S, qui est
stable par lopérateur min, et I : £1(S, 1) — R est une forme linéaire positive qui
prolonge I : S — R.

Démonstration. — Montrons d’abord que .Z*(S, I) est un espace vectoriel sur R et
I: £Y(S,I) — R est une application linéaire. Si hy et hs sont deux éléments de
L1(8,1), on a
sup  I(g1)+ sup  I(g2) < sup  I(g)
g1€SY, gi1<hy g2€8+, g2<ha g€SY, g<hi+he

< inf I(f) < inf I(f1)+ inf I1(f2).
feEST, f>h1+ha f1€S8T, fizh f2€8T, fa=ho
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Comme hy et hy appartiennent & #1(S,I), on obtient que le premier et le dernier
termes dans la formule précédente sont égaux. Donc tous les termes dans ces inégalités
sont en fait égaux et on en déduit hy + hy € L1(S, 1) et I(hy + h) = I(h1) + I(h2).
De facon similaire, on peut vérifier que, si h € Z1(S,I) et si A > 0, alors on a
Ah € LY(S,I) et I(Ah) = MI(h). Enfin, si h € £1(S,1), alors

sup  I(g)= sup I(—f)=— inf I(f)
geSY, g<~h feST, f=h fest, f=h
=— sup I(g)=- saup I(—f)= _ inf I(f),
geSt, g<h fest, f>—n fest, f>—h

ot la troisiéme égalité provient de I’hypothése h € £1(S,I). On en déduit que —h €
L1(S,I) et I(—h) = —I(h). Par définition, si h est une fonction positive, alors I(h) >
0. Donc £*(S,I) est un espace vectoriel qui contient S, et I : Z1(S,I) — R est une
forme linéaire positive.

Montrons ensuite que .Z*(S, I) est stable par min. Soient h; et hy deux fonctions
dans Z*(S, I). Pour tout € > 0, il existe g1,g2 € S* et fi, fo € ST telles que g; <
hi < fi, g2 < ha < fo, et que

I(gl)’ 1(92)7 I<f1)7 I(fQ) €R, I(fl _gl) < 5/27 I(f2 _92) < 5/2'

On a alors min(gy, g2) < min(hy, he) < min(fy, f2), et

I(min(f1, f2) —min(g1, 92)) < I(f1 —g1) + I(f2 — g2) < e

On en déduit min(hy, he) € L1(S,I). O

Théoréme 4.5 (Beppo Levi). — Soit (hy)n>0 une suite monotone de fonctions

dans ZL1(S,1I) qui converge vers une fonction h : Q — R. Si la limite de la suite

(I(hp))nen est un nombre réel, alors on a h € L1(S,I) et I(h) = lirf I(hy,).
n—-+0oo

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ou la suite (hy)nen est croissante. En
outre, quitte a remplacer h,, par h,, — hg, on peut supposer hg = 0. Soit € > 0. Pour
tout entier n, n > 1, soit f, € ST telle que h,, — b1 < fn et I(hy — hpo1) =
I(fn) —€/2™. On a alors hy, < f1+ -+ foet I(hy) = I(f1) + -+ I(fn) — e
Soit f =35, fn- Ona f € Stet I(f) = >n>11(fn). En outre, on a f > h et
nErEwI(hn) > I(f)—e.

Pour tout n € N, on peut choisir g, € S* tel que g, < h, < h et que I(g,) >
I(h,) — /2. On obtient qu’il existe un entier m € N tel que

I(gm) = lim I(h,)—e.

n—oQ

Comme ¢ est arbitraire, on obtient h € (S, I) et I(h) = lim I(hy,). O

n—-+oo
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4.3. Application a la théorie d’intégration sur R

Pour appliquer la théorie de Daniell a la construction des intégrales sur R, il reste

a montrer que I'espace vectoriel L} (R) engendré par les fonctions indicatrices LIRS
a < b, satisfait a la propriété de convergence monotone introduite dans la section 4.1,
oil on considére la forme lindaire positive I de L% (R) dans R qui envoie Ljy ) sur
b—a.

Rappelons que toute fonction non-nulle f dans L

Z Ai]l]ai,b,;]v
i=1

oinn € Nyn > 1, les A\; sont non-nuls et les intervalles ]a;,b;] sont deux-a-deux
disjoints. On définit le support de f comme la réunion des intervalles fermés [a;, b;],
noté supp(f). Si de plus f est positive, pour tout € > 0, on peut trouver une fonction
positive f. dans S qui satisfait aux condition suivantes :

- Supp(fs) - {t € R|f(t) > 0}7

— pour tout t € R, ou bien f.(¢t) =0, ou bien f.(t) = f(¢),
- I(fs) > I(f) —E.
En effet, il suffit de choisir des éléments a; €]a;, b;] tels que >, \;(a] — a;) < € et

prendre fo = 311 Niljar g,
Si f est la fonction nulle, le support de f est défini comme @ par convention.

1

sim

(R) s’écrit sous la forme

Théoréme 4.6. — Si (fn)nen est une suite décroissante de fonctions dans LY (R)

sim
qui converge simplement vers la fonction nulle, alors (I(fy,))nen converge vers 0.

Démonstration. — Soit € > 0. On écrit f, comme la somme de deux fonctions posi-
tives g, et h,, dans L} (R) avec
n(t), si t) > e, 0, si t) > e,
0, si fn(t) <e, fa(t), sifa(t)<e

Soit Ja,b] un intervalle qui contient {t € R|fo(t) > 0}. On a h, < elj, 4 et donc
I(h,) < e(b—a).
Pour tout n € N, on choisit une fonction positive g, € L _(R) telle que

S1m
supp(gn) C {z € R|gn(x) >0}, 1(gn) = I(gn) — /2"
et gn(t) = gn(t) dés que g,(t) > 0. Soient en outre ¢, = min(go,...,gn). On a
wo = p1 = ..., et donc supp(pp) D supp(e1) D .... En outre, on a 0 < ¢, < gp, €t
on(t) = e dés que @, (t) > 0. Montrons par absurde que ¢,, réduit a la fonction nulle
lorsque n est assez positif. Si ce n’est pas le cas, alors supp(y,) est non-vide pour
tout n € N. On désigne par z,, I’élément maximal de supp(p,, ). La suite (z,,)nen est
décroissante et est contenue dans |a, b], donc converge vers un point € R. Pour tout
N € N, la suite (Z5)nen, n>n est contenue dans supp(yn), qui est une réunion d’un



30 SEANCE 4. INTEGRATION

nombre fini d’intervalles fermés, on obtient que x appartient & supp(py) C supp(gn)-
En particulier, on a g,(z) > 0 et donc g,(x) > € pour tout n € N. Cela est absurd
car (gn)nen converge simplement vers la fonction nulle.

Soit N € N tel que ¢y = 0. Pour tout n € Non a

I(gn — ¢n) = 1(gn — min(@n—1,9n)) < I(gn—1 — min(pn—1,9n-1)) = I(gn—1— Yn-1),
ot I'inégalité provient des relations g, < gn < gn—1. On en déduit

€

277

qui implique que I(g, — ¢n) < X7 /27 < 2¢. En particulier, on a I(g,) < 2 pour
tout n > N. On en déduit

I(gn - Qon) < I(gn—l - ‘Pn—l) +

limsup I(f,) <e(b—a+2).

n—-+oo

Comme ¢ est arbitraire, on obtient le résultat.

4.4. Fonctions négligeables

Soit A une fonctions réelle sur Q. On dit que f est négligeable si h € £1(S,I) et si
I(|h]) = 0. On dit qu’un sous-ensemble A de S est négligeable si 14 est une fonction
négligeable. Les fonctions négligeables forment un sous-espace vectoriel de .#1(S, 1)
que l'on note Neg(S, I).

Proposition 4.7. — Soient hy et hy deux fonctions réelles sur Q telles que |ha| < hy.
Si la fonction hy est négligeable, alors il en est de méme de hs.

Démonstration. — Par définition on a  inf  I(f) =0,don  inf  I(f)=0.

fest, fzh feSY, f2h2
On en déduit que hy € £1(S,I) et I(hy) = 0. O
Corollaire 4.8. — Soit A un sous-ensemble négligeable de Q. Tout sous-ensemble

de A est aussi négligeable.
Démonstration. — Soit B un sous-ensemble de A. On a |1p| = 1 < 14. O

Corollaire 4.9. — Soit (An)nen une suite de sous-ensembles de Q. Si chaque A,
est un ensemble négligeable, alors | J,, oy An est un ensemble négligeable.

Démonstration. — Pour tout N € N, soit By = Ug:o Ap. On a lp, < Zﬁ;o 14,

et donc By est négligeable. Soit A = UneN A,. La suite (1, )nen est croissante
et converge vers 14. D’aprés le théoréme 4.5 on obtient que 14 € Z1(S,1) et que
I(14) =0, d’ou A est négligeable. O

Proposition 4.10. — Soit f : Q — R une application. La fonction f est négligeable
si et seulement si {x € Q| f(x) # 0} est un ensemble négligeable.
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Démonstration. — On suppose que f est une fonction négligeable. Pour tout entier
n, soit A, = {z € Q||f(z)| < n}. On a alors nly, < |f| et donc 14, est négligeable
(d’aprés le corollaire 4.7). On en déduit que {z € Q : f(z) # 0} = |, .y An est
négligeable.

Réciproquement, on suppose que {x € Q : f(z) # 0} est négligeable. Pour tout
entier n € N, soit B, := {x € Q : n < |f(z)] < n+1}. Comme B, C {z € Q :
f(z) # 0}, Vensemble B, est négligeable. D’aprés le théoréme 4.5, on obtient que

neN

g = > nen(n+ 1)1p, est une fonction négligeable. Comme 0 < [f| < g, on obtient
que f est une fonction négligeable (d’aprés la proposition 4.7). O

Définition 4.11. — Soit P(-) un énoncé qui dépend d’un paramétre dans . On dit
que P est satisfait presque partout s’il existe un ensemble négligeable A C 2 tel que
Iénoncé P(x) est vrai pour tout x € Q\ A.

4.5. Convergence dominée

Il s’avére que lespace .£1(S,I) satisfait a la propriété de convergence dominée,
similairement aux résultats classique de la théorie des mesures. Cela provient formel-
lement de la propriété de convergence monotone comme suit.

Théoréme 4.12 (Fatou). — Soit (h,)n>0 une suite de fonctions positives dans
1 A 7 1
LS, I). Si l,igli{.lo“(f”) < 400, alors Eﬂﬂff" € Z(S,I), et on a
o < Timi
(lmint £0) < Hmnt /(o)

Démonstration. — Pour tout n € N, soit g, = inf,;, >y, fr, = limg oo min(fo, ..., fots) J}
C’est la limite d’une décroissante dans #1(S,I). En outre, on a

I(min(f,,..., fa+r)) = 0.
D’aprés le théoréme de Beppo Levi, on a g, € Z1(S, 1) et

I(gn) = kgffoof(min(fm ooy foar)) < I(fn)-

On en déduit lim,,— 4o I(gy) < liminf, 4 I(f,). Comme la suite (g, )nen est crois-
sante et lim Jirnf I(f,) < 400, encore d’apreés le théoréme de Beppo Levi, on obtient
n—-+o0o
. —Timi 1 A _ . < limi '
Jm g0 = lmint fu € 2180, et I(mint fa) = Hm_T(g0) < fminf 1(f2)

O

Théoréme 4.13 (Convergence dominée). — Soient (f,)nen une suite de fonc-
tions dans L(S,I) et f : Q — R une fonction. On suppose que la suite (fn)nen
converge vers f presque partout. S’il existe g € L1(S, 1) telle que |fn| < g pour tout
n €N, alors f € LS, 1) et I(f) = limy, 100 I(fn)-
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Démonstration. — Quitte & modifier les fonctions f,, sur un ensemble négligeable, on
peut supposer que la suite (fy,)nen converge simplement vers f.

On applique le théoréme de Fatou aux suites (¢ — frn)nso0 €t (¢ + fn)n>0 pour
obtenir f € Z1(S,1) et

Ig ~ f) <liminf I(g — f,) = I(g) ~ limsup I(f,),

n——+00

Ig+ f) <lminfZ(g + fu) = I(g) + lim inf Z(f,)-

n— 400
On obtient alors liminf, 4o I(fn) = I(f) > limsup,_, . I(fn). Donc la suite
(I(fn))n>0 converge vers I(f). O
Proposition 4.14. — Soient X un espace métrique, f : Q x X — R une fonction et
y € X. On suppose que

(1) pour tout w € , la fonction f(w,-) est continue en xg ;

(2) pour tout élément x € X, la fonction f(-,x): Q — R est intégrable ;

(3) il existe une fonction intégrable telle que | f (w, z)| < g(w) pour tout (w,z) € AxX.
Alors la fonction de X dans R qui envoie x € X sur I(f(-,x)) est continue en y.
Démonstration. — Soit (2, )nen une suite dans X qui converge vers y. La suite de

fonctions (fy, := f(-, n))nen converge simplement vers f(-,y). Cette suite est en outre
dominée par g. Donc I(f,) converge vers I(f). O

Proposition 4.15. — Soient ]a,b] un intervalle ouvert dans R et f : Qx |a,b[— R
une fonction telle que, pour tout w € Q, la fonction f(w,-) est dérivable sur ]a,b,
dont la dérivée est notée h(w,-). On suppose que

(1) pour tout x €]a,b[, les fonctions f(-,x) et g(-,z) sur Q sont intégrables;
(2) il existe une fonction intégrable g : @ — R telle que
V(w,z) € Qx]a,bl, |h(w,z)| < gw).
Alors la fonction F :]a,b]— R qui envoie x €]a,b] sur I(f(-,z)) est dérivable, dont
la dérivée est égale a la fonction H :]a,b|— R, x +— I(h(-, x)).
Démonstration. — Soit y un élément de Ja,b[ et (zp)nen une suite dans Ja,b[\{y}
qui converge vers y. D’aprés le théoréme des accroissements finis, on a
f(wa LL‘n) — f(wa y)
< g(w)
In —Y
pour tout w € Q) et tout n € N. En outre, on a

@) = fw)

n—-+oo Tp —Y

= h(w,y)

D’aprés le théoréme de convergence dominée, on obtient le résultat. O



