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Probleme 1

On se place dans 'espace euclidien R muni du produit scalaire usuel et de I'orientation canonique. Soit
F' le sous espace engendré par u; = (1,0, 1) et ug = (—1,1,3)

(1) Donner la base orthonormée de F' produite & partir (u;,u2) par le procédé de Gram-Schmidt.
Posons wy = u; puis

U 1
wy =y = (unyu2) by = (1, 1,3) = 2(1,0,1)5 = (-2.1,2).

La famille (wy,w2) est Porthogonalisée de {u1,us}. La base orthonormée associée est {”1“’0—1”, ”Z’)—z”} soit

1

{70y, %(—2,1,2)}.

(2) Quel est I'orthogonal F*+ de F ?

Puisque nous sommes en dimension 3 et que F' est de dimension 2, I'orthogonal est un espace de dimension

1 qui est engendré par le produit vectoriel wy A we = 3—\1/5(—1, —4,1), donc Ft = vect(—1,—4,1)

(3) Donner la matrice de projection orthogonale sur F écrite dans la base canonique.

Posons ws = ﬁ(—l, —4,1). F étant de dimension 1, engendré par ws, il est plus commode de trouver

d’abord la projection sur F+ par la formule
Pp(X) = (X, w3)ws

ce qui donne, en testant sur les vecteurs de la base canonique,

1 1 4 -1
Mp  =— 4 16 —4
B S R |
Puis, d’apres la relation Pp = Id — Pr1 on en déduit
1 17 -4 1
1 4 17




Probléeme 2

Soit f : R? = R la fonction de classe C? définie par

f(z,y) = cos(y) In(1 + 22) + o>

(1) Calculer le vecteur gradient V f(z,y) et la matrice Hessienne H f(x,y) en tout point (z,y) € R2.

Un simple calcul donne

2z .
Vi) = (cos) 7y . —sin(y) In(l+a?) +2y)
et
22 . -
Hf(z,y) = COS(?/)?S.T)Z) —sin(y) 13_:02 .
7 — sin(y) lii‘EQ —cos(y) In(1 + 22) + 2

(2) Montrer que (0,0) est point critique de f et determiner sa nature.

On a V£(0,0) = (0,0) donc (0,0) est point critique. De plus,

0.0 = (§ 3 ),

qui est clairement définie positive, et donc ’ (0,0) est un point minimum pour f ‘

(3) Trouver un point critique (zq, yo) différent de (0,0) tel que 0 < yo < 7.

Pour avoir Vf = (0,0) on doit avoir cos(y) 1-2& 5 = 0. Posons yg = 5 de sorte que la premiere coordonnée

s’annule. Alors pour trouver xy on utilise la deuxiéme coordonnée de V f qui doit aussi étre nulle, qui
donne

—sin(yo) In(1 +22) +2yo =0
soit
In(l+a3) =7
et donc rg = v/e™ — 1 (un autre choix, moins naturel, aurait pu étre —/e™ — 1). Donc

f)‘

(m0>y0) — ( e — 17 9

(4) Determiner la nature du point critique trouvé a la question (3).

On a
0 —«
Hf(x())y(])_(_a ) )7
avec o = Lz;r_l > 0. Le polynéme caractéristique est X? — 2X — o?, de discriminent 4 + 4a? > 0, qui

admet les deux racines réelles 1+ v/1 + a? et 1 — /1 + o2 de signe contraire. | C’est donc un point selle |.




Probléme 3

(1) Calculer, pour tout n € Z*, I'intégrale

1
/ £U€2Z7Tnxd$(,‘.
0

En faisant une intégration par parties on trouve

1 ) 1
xe2z7rnx dr = :
0 2imn

Soit f: R — R la fonction C' par morceaux et 1-périodique définie par

f(z)=2—%  pour tout z € [0, 1],
flx+1) = f(x) pour tout z € R.

(2) Représenter graphiquement f sur l'intervalle [—2,2].

/IJF

. o
A

(3) Calculer, pour tout n € Z, le coefficient de Fourier complexe de f noté J/c;

]/‘;L = fol f(z)e 2mnedy = 21._7371 sin#0et fo =0.
(4) En déduire, grace au théoreme de Dirichlet, I'identité suivante:

1 f sin(2mn)

pour tout x €]0, 1], ——x=
™m

n=1

[\)

La fonction f étant C'' par morceaux sur R, le théoreme de Dirichlet s’applique, et, puisque f est continue
sur ]0,1[ on a

f(.’L') _ Z J’c\-ne2i7rnx

nez

ce qui donne

1 Jf —1 2iTnx + 1 —2iTnT f - Sin(Zﬂ-n)
r— == —e —e = .
2 2imn 21mn = ™



Probléme 4

(1) Faire un dessin du domaine quarrable D C R? défini par
4
T (ajf%)Q gygcos(x)}.

- 2.
D= {(:U,y) eR ;eel0. Jlet
Le domaine D est compris entre la parabole convexe donnée par le graphe de la fonction =5 —(z - 7) (qui
s’annule en 5 et vaut 1 en 0), et la fonction cos(z) qui est concave sur [0, 5], ce qui donne le dessin suivant:

O

(2) Calculer 'aire de D & 'aide d’une intégrale double

Puisque D est quarrable, le théoreme de Fubini s’applique et donc

Aire(D / 1—/ (/ dy) dx
2(1’—*

_ /O cos(x) — — - s
L




