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TD Liste d’exercices no. 4

Séries de Fourier

1. DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER

Exercice 1.  Soit la fonction réelle f : R — R, 1-périodique et C'! par morceaux telle que f(z) := =,

pour tout x € [0, 1].

(1) Calculer les coefficients de Fourier de f.
(2) Ecrire la série de Fourier de f.

3)
(4)

4) En déduire la somme de la série ) %

E
Quel est le rapport entre la fonction f et sa série de Fourier ?

Exercice 2.  Soit la fonction réelle f : R — R, 1-périodique et C'' par morceaux telle que f(z) := 2,

pour tout x € [0, 1].

1

(1) Calculer les coefficients de Fourier de f.
(2) Ecrire la série de Fourier de f.
(3)
(4)

3
4) En appliquant I'exercice précédent et I'identité de Parseval, calculer la somme de la série ) 7714

Quel est le rapport entre la fonction f et sa série de Fourier ?

Exercice 3. Développer en série de Fourier les fonctions 1-périodiques C' par morceaux définies de facon

suivante:

a) a(z) = |z| pour z €] — , 3]

b)
1 — <z<
b(z) = 1 ,s? 1/2<z<0
x ,si0<x<1/2
c) c(z) =23 pour z €] — 1, 1.
d) d(z) := |z — 3| pour z € [0,1].
e) e(x) :=|sin(rz)| pour z € R.
f) f(z) :=|cos(2rz)| pour z € [0, 1].
g) g(z) :=x+ 1 pour z € [0,1].

Exercice 4. Calculer les coefficients de Fourier complexes des fonctions de 1’exercice 3.



Exercice 5. Soit la fonction 1-périodique définie par

fx):

(1) Calculer la série de Fourier associée a f.
(2) Phénomene de Gibbs: montrer que

1 2 [lsin
SQn+l(Z) — /
0

n° n—+oo

et interpréter ce résultat sur le graphique ci-dessous en admettant que %

(r2),,

X

-1 ,si—1<2<0
1 ,si0<z<i

)

fol singzrx) dr > 1.
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Exercice 6. Soit la fonction

0 ,si
1 ,si

(1) Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f.

(2) En déduire les coefficients de Fourier complexes de f.

<z <
<z <

o~ O
—_ N[



Exercice 7. Etant donné t € R on définit la fonction suivante

f(z) := cos(tsin(mz)) , pour tout z € R.

(1) Montrer que f est une fonction paire et 1-périodique.
(2) Ecrire les coefficients et la série de Fourier de f.
(3) Prouver l'identité
tag(t)"” + ao(t) + tao(t) = 0.

Exercice 8. Soit la fonction réelle f : R — R 1-périodique telle que f(x) := z, pour tout x € [—%, %[

(1) Calculer les coefficients de Fourier de f.

(2) Quel est le rapport entre la fonction f et sa série de Fourier ?

+oo (=)™
n=1 2n+1 "

(3) En déduire la somme de la série )

Exercice 9. Soit la fonction f(x) := 2z pour tout z € [0,1/2].

1) Ecrire I'extension paire 1-périodique de f. On la note Ip-
2) Calculer la série de Fourier de fp.

(1)
(2)
o0
(3) Calculer la somme de la série nz_:lm
(4)

4) En appliquant 'identité de Parseval, prouver que

P
(2n—1)4 96

n=1
Exercice 10. Soit la fonction f(z) := 22 pour tout = € [0,1/2].

(1) Ecrire l'extension impaire 1-périodique de f. On la note f;.
(2) Calculer la série de Fourier de f;.
(3) Idem avec son extension paire f,.

Exercice 11. Soit la fonction f(z) := e® définie sur [0, 1].

(1) Calculer le développement en série de Fourier en termes uniquement de cosinus.
(2) Calculer le développement en série de Fourier en termes uniquement de sinus.

Exercice 12. Supposons que f est une fonction dérivable toutes les fois nécessaires (on dit de classe
C). Supposons que f est périodique de période 1.

(1) Etablir la relation suivante entre les coefficients de Fourier de f et de ses dérivées:

bn(f) — an(f(k) — _bn<f(k+1>

(2mn)k (2mrn)k+L 7
3




pour tout nombre impair k£ € N et tout n € N.
Indication: Calculer an(f') en intégrant par parties, puis by (f"), puis an(f") et ainsi de suite.
(2) Utiliser cette relation pour calculer le développement en série de Fourier de la fonction 1-périodique
qui vérifie f(x) := 2% — T2t 4+ 32% + 22 — 22 — 4 entre 0 et 1.

Exercice 13. Soit f : R — R une fonction C! et 1-périodique. Montrer que sa série de Fourier converge
uniformément sur R vers f. Indication : montrer la convergence normale de la série de Fourier en écrivant
|fn| = %\f’d puis appliquer linégalité de Cauchy-Schwarz.

2. EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES

Exercice 14. [Méthode de Fourier pour ’équation d’ondes] Considérons 1’équation
1
Otu(t,z) = 202u(t,x) et u(t,0) = u(t, 5) avec ¢ > 0

associée aux faibles mouvements d’une corde tendue fixée en ses extrémités d’abscisses 0 et %, ou u(x,t)
désigne la hauteur du point de la corde d’abscisse x a I'instant ¢.

(1) Pour tout t fixé, on prolonge u(t,z) de fagon impair 1-périodique pour tout z € R. Vérifier que
u(t, ) ainsi prolongée vérifie ’équation sur R tout entier.

(2) Montrer que si u est une solution C?, alors u = > n>1bn(t) sin(2mnz) ot la série converge nor-
malement et b, vérifie I'’équation différentielle b + 4c>m%n2b,, = 0.

(3) On se donne les conditions initiales suivantes,

u(0,x) = p(x
0,2) = p(x) pour tout z € R
Ou(0,2) =0
ot ¢ : R — R 1-péridodique, impaire, et de classe C* (autrement dit on lache la corde avec vitesse
initiale nulle, comme sur un piano). Montrer, en résolvant I’équation sur b, donnée & la question
(2), que 'unique solution de 1’équation des ondes s’écrit

u(t,z) = %(cp(:c —ct) + p(r + ct)).



