Université Paris Diderot
L2MP4 Algeébre et analyse approfondies
2016-2017

Feuille d’exercice 1

1. Soit V' un espace vectoriel sur R. On appelle forme linéaire toute application linéaire de
V dans R. On appelle forme quadratique toute combinaison linéaire de carrés de formes
linéaires sur V. On dit qu'une forme quadratique ¢(-) sur V est positive si ¢ est une
fonction positive.

(a)
(b)
(c)

Montrer que, si ¢ est une forme quadratique, alors ¢(Av) = A\?¢(v) pour tout A € R
et tout v € V.

Soient /; et {5 deux formes linéaires sur V. Montrer que ¢;/5 est une forme quadra-
tique.

Déterminer si chacune des fonctions suivantes est une forme quadratique. Si c’est
le cas, déterminer si elle est positive.

o q:R* =R, q(z,y) = zy;
o q:C—R,qw)=|wf;
o q:R* =R, q(r,y,2) =2 +ayz;

o q: Myyo(R) — R, q(A) = dét (A), ot Myyo(R) désigne Iespace vectoriel des
matrices carrées réelles de taille 2 x 2;

o q: Myua(R)s — R, q(A) = tr(A)? — 4dét (A), ot Mayxa(R), désigne l'espace
vectoriel des matrices carrée réelles symétriques de taille 2 x 2;

Soit ¢ une forme quadratique sur V. Montrer 1’égalité suivante :
V(v,w) €V, qlv+w)+q(v—w)=2q{)+2q(w).
Soit ¢ une forme quadratique sur V. Montrer que I'application b: V x V — R,
1
v (U7w) S V7 b(v,w) = §(Q(U + UJ) - Q(U> - Q<w))

est une forme bilinéaire symétrique sur V. Montrer que b est positive si et seulement
si g est positive.

2. (a) Montrer que I'application ® : R? x R? — R définie par

O ((z1,x2), (y1,Y2)) = 2x1y1 + 2T2y2 + T1Y2 + Y122

est un produit scalaire définissant une structure euclidienne de R2.



(b) Montrer que I'application ¥ : R3 x R3 — R définie par
‘I’((Ih T2, 3), (Y1, Y2, y3)) = 2r1y1+222Y2+223Y3+T1Y2 Y1 T2+ T2YsH23Ya+T3Y1 +T1Y3

est un produit scalaire définissant une structure euclidienne de R3.

3. Soit ¢ : R3 x R® — R lapplication définie par
o(x,y) = 2(x1 + 2o+ 23) (Y1 + Y2 + y3) + (22 + 23) (Y2 + y3) + 23Y3,

ot x = (1,22, 73) et y = (Y1, Y2, Y3)-
(a) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
(b) Déterminer la matrice a laquelle elle est associée.
(c) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R3.

4. Soient a, b, ¢ des paramétres réels et ¢ : R? x R?® — R I'application définie par
o(r,y) = a(z1y2 + T2y1) + b(T2ys + T3y2) + (w391 + T1Y3),

ol x = (371,1’2,.1’3) et Y= (3/171/2ay3>-
(a) Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
(b) Déterminer la matrice a laquelle elle est associée.

(c) Montrer que ¢ n’est jamais un produit scalaire quelque soit le choix des paramétres
réels a, b et c.

5. (a) Solent x1,xa,...,x,, n nombres réels Montrer 'inégalité
) ) ) n»H

n

ot

=1

<Vn

Pour quelle valeur des z; a-t-on égalité?

(b) Montrer que pour toute fonction continue sur [—1,1], on a

‘/_tf(x)dw’ <V2 /_1 f(z)?dx

1

Dans quel cas a-t-on 1’égalité ?

6. On considére 'espace vectoriel R* muni de la structure euclidienne canonique et le
sous-espace vectoriel F' de R* défini par le systéme d’équations

r+y+z+t = 0
r+y—z—t 0



(a) Donner une base orthonormée de F et une base orthonormée de F'*.
(b) Donner la matrice de la projection orthogonale sur F' dans la base canonique de R*.
7. Soit E I'espace vectoriel des polyndémes a coefficients réels, de degré < n.
(a) On définit 'application ® : £ x E — R par

O(P,Q) = /0+OO Pt)Q(t)e " dt.

Montrer que I'application ® définit un produit scalaire sur F.
(b) Calculer une base orthonormée du sous-espace vectoriel engendré par 1, X et X?.

8. Soit F l'espace des polynomes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal & 2. On
munit £ du produit scalaire

1
©(r.Q)= [ POQ®
-1
(a) Construire a partir de la base canonique (1, X, X?) de FE une base orthonormée
(Py, Py, P3). En déduire 'orthogonal du sous-espace F' engendré par 1, X.

(b) Calculer la projection orthogonale du polynome Q(X) =1+ X + X? sur le sous-
espace vectoriel F'.

(c) Calculer
1 2
min / (sin(m) —a—bxr— cx2> dx.

ab,ceR [_4
9. Dans R? muni du produit scalaire euclidien canonique, donner la matrice de la projection
orthogonale sur le plan d’équation x + 2y — 3z = 0. Donner la matrice de la symétrie
orthogonale par rapport a ce méme plan.



