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Feulille d’exercice 3

1. (a) Montrer que I'espace vectoriel C°(]0, 1], R) muni de la norme ||-||su, st complet.

(b) Soit f :[0,1] — [0, 1] une application de classe C* telle que

sup |f'(z)] < L.
z€]0,1]

Montrer que 'équation f(z) = x admet une unique solution dans [0, 1]. On peut
utiliser le résultat de la question 2 de la feuille d’exercice 2.

2. (Méthode de Newton) Soit f une fonction de classe C? définie sur un intervalle [a, D]
(a < b). On suppose que T € |a, b] est un point tel que f(z) = 0 et f'(Z) # 0. Montrer
qu’il existe un voisinage U de T tel que, pour tout xy € U, la suite (x,),>0 définie par
la relation recursive

f(@n) (n > 0)

et = T )
n

converge vers Z.
3. Soit (uy)n>1 la suite de fonctions sur R o u,(x) = (2% + n?)~!

(a) Montrer que la série de fonctions ) -, u, converge normalement sur R. On désigne
par S la somme de cette série.

(b) Montrer que lim S(z) = 0.
T—Fo0

4. Etudier les convergences simple ou uniforme des suites de fonctions.
a) fn(x) =na™ sur |0,1], ot n € N;

) fo(x) = e ™ sin(nz) sur [0, +oof, ot n € N;
(¢) fo(x) = 2/ cos(nz) sur |0, +ocof, ot n € N, n > 1;
(d) fa(z) =nsin(%) sur R,ouneN,n>1;
(€) fulz)=2"/(1+2") sur [0,1],oun €N, n>1.
(f) fo(z) =2a"/(142") sur [2, 400, oun € N, n > 1.
(8) fu(z)=+In (1+e ") sur R,oine N, n> 1.
(h) fo(z) =2" — 2" sur [0,1],oun €N, n > 1.
(i) fu(z) =nx /(1 +n+ax)sur [0,1],oune N, n>1

5. Etudier les convergences simple ou normale des séries de fonctions suivantes
(a) 22 2" sin(na) sur | —1,1[;



(b) Zn>1 2™ sin(nz) sur | — %7 %[ :

(€) Y onen arcltir;fgm) sur R;

(d) 3oy €@ sur |, 221,
. On considére la fonction f(z) = z(1 — ) sur [0, 1].

(a) Déterminer la série de Fourier de la fonction f.

(b) En utilisant le théoréme de convergence de Dirichlet, montrer que, pour tout = €
[0,1], on a

1 1
z(l—z) = g Z 3 cos(2mnx).

n=1
(¢) En déduire la somme de la série
1
Pt
n=1
(d) En utilisant I’égalité de Parseval, montrer que
Y
nt 90’
n>1

. Calculer leurs coefficients de Fourier complexes et réels des fonctions suivantes dans
C°([0,1],R) et déterminer leurs séries de Fourier.

(a) f(z) =1z —3l;

(b) f(z) = |sin(mz)];
(¢) f(z) = [cos(2mz)|;
(d) f(x)=2+1.

. Etant donné ¢ € R on définit la fonction suivante
f(z) := cos(tsin(nzx)) , pour tout z € R.

(a) Montrer que f est une fonction paire et 1-périodique.
(b) Ecrire les coefficients et la série de Fourier de f.

(c) Prouver l'identité
tag(t)" + ag(t)" + tag(t) = 0.



