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Feuille d’exercice 4

Dans cette feuille d’exercice, on désigne par S 1'espace vectoriel engendré par les fonc-
tions de la forme 1, et 1 : S — R la forme linéaire qui envoie I,y sur b — a. On désigne
par Z'(S, I) 'ensemble des fonctions intégrables par rapport a (S, I) (défini dans le cours).
Si h est une fonction dans .Z*(S, 1), son intégrale I(h) est notée [, h(x)dz.

Soient © un intervalle de R et h: © — R une fonction. On dit que h est intégrable sur
© si la fonction h : R — R, h(x) = h(x) lorsque x € © et h(x) = 0 lorsque = € ©°, est
intégrable. On désigne par [y h(z)dz le nombre I (h).

1. (a) Soit @ un nombre réel. En utilisant la suite décroissante (1ja—1/n,q))n>1, montrer que
{a} est un ensemble négligeable.

(b) Montrer que Q est un sous-ensemble négligeable de R.

(c) Soient a et b deux nombres réels. Montrer que lj,p et 1., sont des fonctions
intégrables, et
I(Na ) = I(Mp) = b — a.

2. Soient a et b deux nombres réels, a < b. On appelle subdivision de [a,b] toute famille
(a;)i-, de nombres reels telle que a = ap < a1 < ... < a, = b. SI A = (a;)7
est une subdivision de [a,b], on désigne par [|A|| le nombre max;c(1,.. ny |a; — a;—1]. Si
h :]a,b] — R est une fonction bornée, pour toute subdivision A = (a;), de I'intervalle
[a, ], on désigne par ha 1 et ha o les fonctions définies comme

n n

hay = Z ( inf h('r))]]']aifhai]’ hag = Z ( sup h(x)) Lo, ) ag-

= z€ Ja;—1,a) i—1 € Jaj—1,a4]

Ce sont des fonctions dans S. En outre, on désigne par h: R — R la fonction telle que
h(z) = h(z) si z €]a,b] et h(z) = 0 sinon.
(1) Soit h une fonction bornée sur |a, b]. Montrer que

hai < h < hao.

(2) On suppose que h s’étend par continuité en une fonction continue sur [a,b]. En
utilisant la continuité uniforme, montrer que

lim |has — hadllsu = 0.
1A]-0

En déduire que la fonction h est intégrable.



(3) Soit h :]a,b] — R une fonction continue et bornée. En utilisant le théoréme de
convergence dominée, montrer que h est intégrable.

(4) Soit f une fonction bornée et continue par morceaux sur R, qui s’annule en dehors
d’un intervalle borné. Montrer que la fonction f est intégrable.

3. Soit f une fonction localement intégrable sur R (i.e. Iy f est intégrable pour tous
a,b € R, a <b). Siaetbsont deux nombres réels, a < b, on définit

/ fydt = Iy ) [rwa=-[ " .

(a) Soit a € R. Déterminer la limite

h—0

lim / .

On peut utiliser le théoréme de convergence dominée.

(b) On fixe dans la suite un nombre réel a et on définit une fonction F sur R comme

F(z) = / " F)t.

Montrer que la fonction F' est continue.

(c) Montrer que, si la fonction f est continue, alors la fonction F' est différentiable, et
onaF'=f.

(d) Soit b un nombre réel, b > a. Soit en outre ¢ : [a,b] — R une fonction décroissante
et positive. Montrer que
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On peut commencer par le cas ot f € S. En déduire qu’il existe £ € [a, ] tel que

b 3
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(e) Application : montrer que, pour tout h > 0 fixé, on a

a+h _:
t
lim sin(t)

a—+oo J, t

dt = 0.

4. Soit (f,)nen une suite de fonctions intégrables sur R, qui converge vers une fonction
f:R — R. On suppose en outre que la suite (I(|f,|))nen est bornée.



(1) En utilisant le lemme de Fatou, montrer que les fonctions max(f,0) et — min(f,0)
sont intégrables.

(2) En déduire que la fonction f est intégrable.

(3) La suite (I(f,))nen converge-t-elle nécessairement vers I(f)?
. Montrer que, pour tout n € N, n > 1, la fonction

nin(l + z/n)

(x >0) — L

est intégrable sur |0, +o00[ et déterminer la limite

lim nin(l+ z/n)
n—-+00 ]0,_,’_00[ (1 +$2)2

dx

. On considére la fonction ¢ : Rx ]0, +00[ — R telle que ¢(x,t) = In(1 + te”).

(a) Montrer que, pour tout = € R fixé, la fonction ¢(z, -) : 10, +oo[ = R, t — ¢(z,1) est
dérivable. Calculer sa dérivée.

(b) Montrer que, pour tout ¢ € |0, 00|, la fonction Tjo1j(-)¢(-,t) est intégrable.
(c) Montrer que la fonction F' :]0,4+00] — R,

F(t) = / @(x,t)dz pour tout t €0, +o00|
10,1]

est dérivable, et donner une expression sans intégrale de F”.
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. (a) Montrer que la fonction z +— e™*" sur R est intégrable.

(b) On définit une application F': R — R telle que

F(t) = /Re‘”2 cos(tx)dx.

Expliquer pourquoi la fonction F' est bien définie.
(c) Montrer que F' est dérivable et que F'(t) = —LF(t).
(d) On admet que [, e *’dz = /7. Déterminer la valeur de F(t) pour tout t € R.



