CHAPITRE 3

SERIES DE FONCTIONS

Dans cette séance, k désigne R ou C. On fixe en outre un ensemble non-vide €

3.1. Suite de fonctions, convergence simple
On appelle suite de fonctions sur € (a valeurs dans k) toute suite (f,,)nen, 00l pour

chaque n € N, f,, est une application de {2 dans k.

Définition 3.1. — Soient (f,)nen une suite de fonctions sur Q et f : Q — k une
fonction. On dit que la suite (fy,)nen converge simplement vers f si, pour tout z € Q
fixé, on a

lim f,(x) = f(x).

n——+00

Exzemple 3.2. — Pour tout n € N, soit f, : [0,1] — R telle que f,(z) = z™. Alors
la suite de fonctions (fy,)nen converge simplement vers 3.

3.2. Convergence uniforme

Pour toute fonction f : ) — k, on définit
[[fllsup = sup [ f(z)] € [0, +00].
€N
Si || f]] < 400, on dit que la fonction f est bornée.

Définition 3.3. — Soient (f,)nen une suite de fonctions sur 2 a valeurs dans k et
f: Q — k une fonction. On dit que la suite (f,)nen converge uniformément vers f si

Jdm 1= Flhup =0.
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Remarque 3.4. — On voit aussitot de la définition que, si la suite de fonctions
(fn)nen converge uniformément vers f, alors il converge simplement vers f. La réci-
proque n’est cependant pas vraie. On peut considérer 'exemple 3.2 ou f,(z) = z™.
On a || f,, — I13[lsup = 1 pour tout n € N.

Proposition 3.5. — Soient (X,d) un espace métrique non-vide et (f,)n une suite
de fonctions sur X a valeurs dans k, qui converge uniformément vers une fonction
f:X — k. Soit x un élément de X. Si, pour tout n € N, la fonction f, est continue
en x, alors la fonction f est continue en x aussi.
Démonstration. — Soit (x,)nen une suite dans X qui converge vers x. Pour tout
(m,n) € N? on a
[f(@n) = f(@)] < [f(@n) = fa(zn)| + [fm(@n) = fm(2)] + [fm(2) — f(2)]
2[f = fmllsup + | fm(zn) = fm (2)].

Par passage a la limite quand n — +o00, en utilisant la continuité de f,, on obtient

132?;5 |f(zn) = f(2)] < 2/|f = finllsup-

<
<

Par passage a la limite quand m — +o0, on obtient
dim | f(ea) — f(@)] = 0.
O

Proposition 8.6. — Soit (f,)nen une suite de fonction de classe C' sur un inter-
valle fermé et borné I = [a,b] dans R. On suppose que la suite (f)(x))nen converge
uniformément sur I et qu’il existe un élément xg € I tel que la suite numérique
(fu(xo))nen converge. Alors la suite (f)nen converge uniformément vers une fonc-
tion f de classe C* sur I, et la suite (f!)nen converge vers f’.

Démonstration. — Soit g la limite de (f},)nen. D’aprés la proposition 3.5, la fonction
g est continue sur I. En particulier, elle est bornée car I est séquentiellement compact.
Soient M la limite de la suite (fy,(z0))nen et f : I — k la fonction telle que

fla) = /$g(t)dt+M.

0

Comme g est continue, on a f' = g. En outre, pour tout € I on a

@) — ()] = / P20 — g(t)dt + fo(wo) — M

On en déduit

< |fnlwo) = M| +1f, = gllsup (b —a).

1fn = Fllsup < [fn(zo) = M|+ £, = gllsup(b — a).

Par passage a la limite quand n — 400, on obtient que (f,)nen converge uniformé-
ment vers f. O
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3.3. Série de fonctions

Définition 3.7. — Soit (f)nen une suite de fonctions sur Q a valeurs dans k. On
appelle série de fonctions associée & (fy,)nen la suite de fonction (Z?:o fj)nen, notée
> nen fn- Attention, le symbole 0 f,, désigne une suite de fonction et a priori n’a
rien avoir avec la somme infinie. Si cette suite converge simplement (resp. uniformeé-
ment), on dit que la série ZneN fn converge simplement (resp. uniformément), et par
abus de notation on utilise la méme expression )y f, pour désigner la fonction
limite, appelée la somme de la série de fonctions.

Soit (fn)nen une suite de fonctions sur Q & valeurs dans k. On dit que la série
> nen fn converge normalement si la série numérique Y || fnllsup converge. On
voit que la convergence normale implique la convergence uniforme, et la convergence
uniforme implique la convergence simple.

On déduit des propositions 3.5 et 3.6 les résultats suivants pour les séries de fonc-
tions.

Proposition 3.8. — Soient (X, d) un espace métrique et ), fn une série de fonc-
tions sur X . Soit x € X. Si chaque f,, est continue en x et sila série ) fn converge
normalement, alors la fonction somme de la série ) fn est continue en x.

Proposition 3.9. — Soient I = [a,b] un intervalle fermé et borné et )\ fn une
série de fonctions de classe C' sur I. On suppose que

(a) il existe xg € [a,b] tel que la série numérique ) fn(zo) converge,

(b) la série de fonctions

Alors la série de fonctions ), o fn converge normalement vers une fonction de classe
1 P . N P i
C* sur I, dont la dérivée s’identifie a la somme de la série Y, fr.

nen fr, converge normalement.

3.4. Séries de Fourier

Pour tout n € Z, on désigne par e, la fonction sur [0, 1] & valeurs complexes telle
que
en(t) _ e2i7rnt.

Proposition 3.10. — L’ensemble (e,)nez est une famille orthonormée dans lespace

préhilbertien C°([0,1],C).

Démonstration. — Pour tout n € Z, on a

1 1
(en,en)r2 = / e ZimntgZimnt gy — / 1dt = 1.
0 0

Si n et m sont deux entiers, n # m, on a

1 1
<emem>L2 _ / e—2imnt 2immt gy / e?iw(m—n)tdt _ [ e
0 0

2imr(m—n)t 11
Vliinil LY
2im(m —n)

0
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O

Définition 3.11. — Soit f un élément de C°([0,1],C). Pour tout entier n, on dé-
signe par ¢, (f) le nombre complexe (e, f)r,, appelé n'®™°¢ coefficient de Fourier de
f. On désigne par S(f) la suite de fonctions sur R
N
Sn(f) = Z cn(flen, N EN,
n=—N
appelée série de Fourier de la fonction f.

Par définition, pour tout n € Z, ¢,(-) est une forme linéaire sur C%([0,1],C). En
outre, Sy(-) définit une application linéaire de C°([0,1],C) dans lui-méme, qui est la
projection orthogonale sur le sous-espace vectoriel engendré par e_p,...,€q,...,enN.
En outre, par définition on a

Cn(?) =c_n(f)

Remarque 3.12. — Si f est une fonction continue sur [0, 1] & valeurs réelles, pour
tout entier n on a ¢, (f) = c—,(f). En particulier, c¢o(f) est un nombre réel, et pour
toutneN,n>1

en ()X ™ 4 e, (f)e 2™ = 2Re(c, (f)) cos(2mnt) — 2Im(c, (f)) sin(27nt).
On note

1
an(f) == 2Re(cn(f)) = 2/0 f(z) cos(2mnx)dx,

b (f) == —2Im(c,(f)) = 2/0 f(x) sin(2mnx)dz,
et
ao(f) = co(f) :/0 f(x)dx.

Ces coefficients sont appelés coefficients de Fourier réels de f. La série de Fourier de
f s’écrit comme

ao(f)+ Y an(f)cos(2mnt) + by(f)sin(2mnt).

neN,n>1

Proposition 3.13. — Soit f une fonction de classe C sur [0,1]. Pour tout n € Z
on a

en(f') = f(1) = £(0) + 2imncy (f).
Démonstration. — Par définition, on a
1 ) ) 1 )
)= [ £ = e = [ o) 2ime
= f(1) = £(0) + 2imnen (f).
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Proposition 3.14. — Pour toute fonction f € C°([0,1],C), on a

1122 = D leal ).

nez
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate du corollaire 1.17. O
Corollaire 3.15 (Théoréme de Riemann-Lebesgue). — Pour toute fonction

f€C’(0,1],C), on a
lim e, (f)] =0.

n|—+oc0

Remarque 3.16. — D’aprés le corollaire 3.15, on obtient que, pour toute fonction
continue f:[0,1] - R, on a

N—+4oc0 N—+o00

lim /01 f(t)cos(2rNt)dt = lim /01 f(t)sin(2rNt)dt = 0.

Par un changement de variables, on obtient que, pour toute fonction continue g :
[0,1/2] — R, on a

1/2 1/2

@1 lim ; 9(y) cos(nNy)dy = lim ; g(y) sin(rNy)dy = 0

3.5. Convergence de série de Fourier

Soit f une fonction dans C°([0, 1], C). On suppose que f(0) = f(1) et On étend f
en une fonction 1-périodique sur R en mettant
f(z) = f(z - [2]).
Sur [0,1], on a f(z) = f(x).
Pour tout N € N
N

, N 1 4
Y@= Y eanee= 3 [ g
n=—N 0

n=—N

On introduit le noyau de Dirichlet comme suit :

N 2im(2N+1)x __ 1 ei7r(2N+1);E _ e—iﬂ'(?N—i—l);ﬂ sm((2N + 1)7T.T)

. o e
DN((E) = § eQwrn:v —e 2imNx Y _ i . _ : )
" e2imz 1 einT — g—inT sin(mrz) I
n—-—

Avec cette notation, on a

1
Sw(P@) = [ FODx (- bt
0
La fonction Dy est réelle, 1-périodique et paire. En outre, on a

(3.2) /01 Dn(t)dt =1 et /: D (t)dt = %
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On obtient alors (par la 1-périodicité de fet Dy)

’ f(z —y)Dn(y)dy

1
2

Sw(f)(x) = / FH) D (2 — t)dt =
(3.3) 0

(M

- / (Flz+ )+ F& — 1)) Dy (v)dy.

Théoréme 3.17. — Soit f une fonction dans C°([0,1],C) telle que f(0) = f(1).
Soit f la fonction 1-périodique sur R telle que f(x) = f(x) st z € [0,1]. Si x est un
élément de R tel que les limites

i J@ 0 = @) o fla =) - fla)
50+ ) 5—0+ 1)

existent, alors la suite (Sy(f)(x))nen converge vers f(x).

Démonstration. — D’aprés les formules (3.2) et (3.3), on a

N

|Sn () (@) = f)] =
Soit ¢ :10,1/2] — C la fonction définie par

PPRRAUE GRS BV R ]

Cette fonction s’étend par continuité en une fonction continue sur [0,1/2]. Ainsi

/0 (Flx+ ) — F@) + Flz — v) — F(@)) Dy (y)dy

_ 1/2
S(@) ~ Flol = | [ o) gt sin(2 + Dy

(my)
converge vers 0 quand N — 400 (d’aprés le théoréme de Riemann-Lebesgue, voir la

formule (3.1)) car y — ¢(y)y/ sin(ry) s’étend par continuité en une fonction continue
sur [0,1/2]. O

Théoréme 3.18. — Soit f une fonction dans C°([0,1],C) telle que f(0) = f(1).
Pour tout N €e N, N > 1, soit

1 N-1
My (f) =5 > Si(f)-
j=0

Alors la suite de fonctions (My(f))Nen, N>1 converge uniformément sur [0,1] vers

f.

Démonstration. — Par définition, on a

N-1

1/2
My(P)@) =5 3 [ (Fla=9)+ T +u)D, )y

=0
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ol fest la fonction 1-périodique sur R qui prolonge f. En outre, on a

N-1 eim(2i+ 1)z _ p—im(2j+1)x g2imNe | —2inNz _ o

N-1
Z ‘DJ (il?) = Z el _ p—imx = (62'71'1 _ efirrz)Q
7=0

j=0

_cos(2rNz) =1 sin(rNz)?
2sin(7z)?2 sin(mz)?

Soit Fly le noyau de Féjer, défini comme
1 sin(rNx)?
F = — Di(z) = ————%.
n(@) N Z i(@) N sin(mx)?

En prenant f comme la fonction constant 1 on obtient Sy(f) = 1 pour tout N et

donc
1/2

On en déduit

1/2 . . .
My (f)() - f(z) = / (Fla— ) + Flo —y) — 27(0)) Fx()dy.

Soit § € [0,1]. On a

6 ~
[My(f) (@) = f(2)] </0 [f(z —y) + flz+y) =2/ (@) Fn(y)dy

4]/ s /”2 sin(mNy)? |
é

TN sin(my)?

s Al s M1

< sw |f(a) - FO)+ / L4
(a,b)E[—1,1]2 N s sin(my)?
la—b|<d

En prenant les limites quand N — 400 et § — 0+ successivement on obtient

limsup [[Mn(f) — fllsup = 0.
N—+o00

O
Lemme 3.19. — Pour toute fonction f € C°([0,1],C) on a ||fllzz < || fllsup-
Démonstration. — Soit f une fonction continue sur [0, 1] & valeurs complexes. On a
1
11 = [ 1OR: <11,
O

Proposition 3.20. — Soit f une fonction continue sur [0,1] telle que f(0) = f(1).
La suite (Sx(f))nen converge vers f par rapport a la norme L2.
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Démonstration. — Comme My (f) est dans le sous-espace vectoriel engendré par
€_nN,...,€0,...,en, on a (car Sy(f) est la projection orthogonale)

1SN (f) = fllz> < IMn(F) = fllez < 1M (f) = Fllsup-

Par passage a la limite quand N — 400, d’apreés la proposition 3.18 on obtient que

1Sn(f) = fllz> = 0.

lim
N—+o0

3.6. Egalité de Parseval

Théoréme 3.21. — Soit f une fonction dans C°([0,1],C) telle que f(0) = f(1).
L’égalité suivante est vraie :

1
(3.4) JRCIEED AETS

neZ

Démonstration. — Comme ||Sy(f) — f|lr2 converge vers 0 quand N — 400, on
obtient que

. 2 2
NE)IEOO ISNnlIz2 = I fllz2)

d’ou le résultat. O
Proposition 3.22 (Inégalité de Wirtinger). — Soit f : R — C une fonction de
classe C qui est 1-périodique. Soit my = fol f(z)dz. Alors

1 1 1
1@ = msPas < o [P

Démonstration. — Quitte & rajouter une fonction constante a f on peut supposer
sans perte de généralité que my = 0. Comme f est de classe C" et 1-périodique on a

en(f)) = 2imne, (f).
En outre, ¢o(f) = my = 0. L’égalité de Parseval donne alors

/0 F@Pdr= Y Rimea(HP 242 Y lea(f)F = dn / \f () .

nezZ,n#0 neZ,n#0
O



