CHAPITRE 6

DERIVEES PARTIELLES ET DIFFERENTIELLE

Dans ce chapitre, on fixe un espace vectoriel E' de rang fini sur R muni d’une norme

6.1. Dérivées partielles

Définition 6.1. — Soit f une fonction réelle définie sur un sous-ensemble U de E.
Soient € U et h un vecteur dans F. On dit que f est dérivable en x le long de la
direction de h s’il existe € > 0 tel que U contient {x + th : |t| < €} et que la limite
th) —
Onf () = lim f(z+th) - f(z)

t—0 t

existe dans R. Autrement dit, la fonction | — &,e[— R qui envoie ¢ sur f(z + th) est
dérivable en 0. Le nombre Jj, f(x) est appelée la dérivé partielle de f en x le long de
la direction de h.

Si on fixe une base (e;)_; de E et utilise les variable (z1,...,z,) pour désigner les
coordonnées d'un vecteur général dans F, alors la dérivée partielle 0., f(x) est notée
of

comme = (x) aussi.
77 (7)

Ezemple 6.2. — Soit f : E — R la fonction x — |z||?>. Alors pour tout = € E et
tout h € F, la fonction f est dérivable en x le long de la direction de h. En effet, on a

@+ th||* = (z + th,x + th) = ||z||* + 2(z, h) + t*||h|>.
On a donc 0y, f () = 2(z, h).

6.2. Différentielle

Définition 6.3. — Soient U un sous-ensemble ouvert de E et f : U — R une
fonction. On dit que f est différentiable en un point z € U s’il existe une forme
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linéaire ¢ : E — R telle que

i @R = f(@) — ()]
IRf—0 Al

=0.
L’application linéaire ¢ est appelée différentielle de f en x, noté D f(z).

Proposition 6.4. — Soit f: U — R une fonction réelle définie sur un ouvert U de
E. Si f est différentiable en x, alors elle est dérivable en x le long de toute direction,
et on a Df(x)(h) = O f(x) pour tout h € E.

Démonstration. — Soit ¢ : E — R une forme linéaire telle que
[f(x+h) = flz) ()] _
1 =0.
a0 il

Pour tout h € F fixé on a alors
o S th) — f(@) — te(h)
t—0 t

d’ou le résultat. O

:07

On voit aussitot que si f est différentiable en un point, alors elle est continue
en le méme point. Cependant, l'existence des dérivées partielles, méme le long de
toutes les directions, ne suffit pas pour garantir la continuité. Voici un contre-exemple.
Considérons la fonction f : R? — R définie comme

2

Yy
4, 90 ) 07 0 )
0, (z,y) = (0,0).
Si h = (a,b) est un vecteur non-nul dans R?, on a
L ftatb) a’b [ a*/b, b#0,
ahf(070)_tlg% t _tl—%t2a4+b2 - 0, bh=0.

En particulier, on a %(0, 0) = 2—5(0, 0) = 0. Cependant, f n’est pas différentiable en
(0,0) car elle n’est pas continue en (0,0) (la suite (f(1/n,1/n?))

1/2).

n>1 converge vers

6.3. Critére de différentiabilité

Soient E un espace vectoriel de rang fini sur R. On fix une base (e;)]_; de E. Pour
tout ¢ € {1,...,7}, on désigne par e l'application linéaire de E vers R qui envoie
el + -+ Are.en AL
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Théoréeme 6.5. — Soit f une fonction réelle définie sur un ouvert non-vide U de
E. On suppose que, pour tout i € {1,...,r}, la dérivée partielle O, f existe et définit
une application continue sur U. Alors Uapplication f est différentiable sur U et on a

d
Df(x) = 0e,f(x)e}
i=1
quel que soit x € U.

Démonstration. — Sans perte de généralité, on suppose que E est muni de la norme
II|| telle que

IAier + -+ Arer|| = max{|A1],. .., A}
Soit A un vecteur dans E de la forme A\jeq +-- -+ A,e,.. Soit a un élément de U. On a
fla+h)— f(a) :Zf(a+/\161+"'+)‘iei)_.f(a+>\161+"'+/\i—16i—1)~
i=1

Par conséquent, on a

a1 - 1(0) - Y A0 f(@

<[+ v - £(at Tave ) - rdus@
i<t J<i

i=1

D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe des nombres p1, .. ., i, tels que
1; soit situé entre 0 et \; et que

‘f(a + Z/\jej> - f<a+ ZAjej) — Xi0e, f(a)

Jst j<i

)‘iaeif (a + pieq + Z )‘jej> - /\iaez'f(a)

g<i

= o([[~);

d’ou le résultat. O

6.4. Gradient

Dans ce paragraphe, on fixe un espace vectoriel de rang fini F sur R et un produit
scalaire (, ) sur E.

Proposition 6.6. — L’application + : E — EY qui envoie x € E sur la forme
linéaire (h € E) — (x, h) est une bijection R-linéaire.
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Démonstration. — 11 est facile de vérifier que 'application ¢ est R-linéaire.
Soit (e;)7_; une base orthonormée de E. Si ¢ : E — R est une forme linéaire, alors

on a -
o= wleie,
=1

ou e/ (Are1 + - + Arer) = ;. Dot

p(u) = <Z w(ei)enu> -

Cela montre que ¢ est surjective. Enfin, si x est un élément de F tel que ¢(x) soit
la forme linéaire nulle, alors on a (z,z) = 0, d’ot © = 0 car {, ) est un produit
scalaire. O

Définition 6.7. — Soient U un sous-ensemble ouvert de E et f : U — R une
fonction réelle, qui est différentiable en = € U. On appelle gradient de f par rapport
au produit scalaire {, ) le vecteur .1 (D f(x)) € E, noté Vf(z).

Remarque 6.8. — (a) Si (e;)]_; est une base orthonormée de E, alors on a t(e;) =
e;. D’aprés le théoréme 6.5 on a

Vix)= Zaeif(x)ei.

(b) On suppose que D f(z) est non-nul. Alors V f(z) maximise la fonction
Df(z)(h)
17|
En d’autres termes, V f(z) est la direction dans laquelle la fonction croit le plus
vite.

(h e E\{0}) —



