CHAPITRE 1

ESPACES PREHILBERTIENS

1.1. Formes bilinéaires

Soit E un espace vectoriel sur R.

Définition 1.1. — On appelle forme linéaire sur E toute application R-linéaire de
E dans R. On désigne par £V I’ensemble des formes linéaires sur E. Cet ensemble est
stable par addition et par multiplication par un scalaire dans R. Il est donc un espace
vectoriel sur R.

Exemple 1.2. — (1) Soient E = R", a = (ay,...,a,) € R™. L’application ¢, : E —
R

’ n
90a<331, A ;xn) = Za/ixi7
i=1

est une forme linéaire sur E.

(2) Soient © un ensemble non-vide et E l'espace vectoriel des fonctions a valeurs
réelles sur . Soit w un élément de Q. L’application A, : E = R, A, (f) := f(w)
est une forme linéaire sur E.

(3) Soit C°([0,1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1]. L’application
I:C°[0,1]) = R,
1

I(f):= [ [f(t)dt

0
est une forme linéaire.

Définition 1.3. — On appelle forme bilinéaire sur F toute application b : £ X E —
R telle que
(i) pour tout x € E, b(x,-) : E — R est une forme linéaire,

(ii) pour tout y € E, b(-,y) : E — R est une forme linéaire.
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Etant donnée une forme bilinéaire b sur E, on dit que b est symétrique si b(z,y) =
b(y, z) pour tout (x,y) € E?; on dit que b est positive si b(z,x) > 0 pour tout = € F;
on dit que b est définie si b(z,x) # 0 pour tout « € E'\ {0}.

On désigne par Bil(E) 'ensemble des formes bilinéaires sur E. C’est un espace
vectoriel sur R.

Exemple 1.4. — (1) Soit n un entier, n > 1. Soit A une matrice réelle de taille
n x n, alors 'application

1
ba :R" x R" — R, bA((xl,...,xn),(yl,...,yn)) = (z1,...,xx)A |
Yn

est une forme bilinéaire sur R", appelée forme bilinéaire associée a la matrice A.
Elle est symétrique si et seulement si la matrice A est symétrique.

(2) Soit E = C°([0,1]). L’application

1
(\V:ExESR, (f.g) = / F(Dg(t)dt

est une forme bilinéaire sur C°(]0, 1]). Elle est symétrique et définie positive.
(3) Soit E un espace vectoriel sur R. Si ¢ et ¢ sont deux formes linéaires sur E, alors
I’application
@Y EXE—=R, (p@4¢)(z,y):=p(x)d(y)

est une forme bilinéaire sur F, appelée produit tensoriel de ¢ et 1. Si E est de
rang fini sur R, alors toute forme bilinéaire sur F est une combinaison linéaire de
produits tensoriels de formes linéaires.

1.2. Produit scalaire
Dans la suite de la séance, k désigne R ou C.

Définition 1.5. — Soit E un espace vectoriel sur k. On appelle produit scalaire sur
E toute application (, ) : E X E — k qui satisfait aux conditions suivantes :

(i) pour tout x € E, l'application (z,-) : E — k est k-linéaire,

(ii) pour tout (z,y) € E x E, (z,y) = (y,z),

(iii) pour tout z € E'\ {0}, le nombre (z,x) est réel, et on a (z,z) > 0.
On appelle espace préhilbertien sur k tout espace vectoriel E sur & muni d’un produit

scalaire.

Remarque 1.6. — (1) Dans le cas ot £k = R, un produit scalaire est simplement
une forme bilinéaire symétrique et définie positive.
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(2) Soit E un espace préhilbertien sur k& qui est de rang fini sur k. Si k£ = R, on dit
aussi que F est un espace euclidien ; si k = C, on dit aussi que E est un espace
hermitien.

(3) Six, y et z sont trois éléments de F et si A et p sont deux éléments de k, alors
Az + py, 2) = Mz, 2) + 1y, 2).

Exemple 1.7. — (1) E =k", oun € N. L’application (, ) : k" X k™ — k,
n
(21,5 20), (Wi, wn)) o= Zjw;
j=1

est un produit scalaire sur E.
(2) On désigne par £2(k) I'ensemble des suites (2,)nen dans k tells que la série
> nen |2n|? converge. L’application (, )2 : £2(k) x £*(k) — Fk,
((zn)nen; (Wn)nen)ez = Z ZpWnp
neN
est un produit scalaire sur £2(k).

(3) Soit C°([0,1], k) I’ensemble des fonctions continues sur [0,1] & valeurs dans k.
L’application (, )2 : C°([0, 1], k) x C°([0,1], k) — k,

1
(o) = [ Tg(e)ds
0
est un produit scalaire sur C°([0, 1], k).

Théoréme 1.8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). — Soit (E, (, )) un espace pré-
hilbertien. Si x ety sont deux éléments de E, on a

[, 9)* < {2, 2)(y, ).

Démonstration. — Si y = 0, alors (z,y) = 0 et donc l'inégalité est triviale. Dans la
suite, on suppose y # 0. Soit

)\ — <y7 ‘T>

(v, )
On a
0< (z =Xy, x = Ay) = (z,2) = My, z) — Mz, y) + [M*{y, )
2 2 2 2
~ (oz) — (. l® Kzl [=yl® (2, 7) — [z, 9)[°
) ) ) )

d’ou le résultat. O
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1.3. Norme
Définition 1.9. — Soit E un espace vectoriel sur k. On appelle semi-norme sur E
toute application ||-|| : E — R4 qui satisfait aux conditions suivantes :

(1) pour tout = € E et tout A € k, || Az| = |A| - ||z,
(2) (inégalité triangulaire) pour tout (z,y) € E?, ||z +yl| < ||z] + |ly]-

Si de plus ||z|| > 0 pour tout z € E'\ {0}, on dit que ||-|| est une norme et que (E, |-||)
est un espace vectoriel normeé.

Exemple 1.10. — Soient E un espace vectoriel de rang fini sur k, et (e;)7_; une
base de E, alors 'application ||-|| : E — R4, |larer + - -+ + arer|| = max(|ai],.. ., |ar])
est une norme sur E.

Proposition 1.11. — Soit (E,(, )) un espace préhilbertien. Alors l'application |-|| :
E — Ry, ||z|| := (x,2)'/? est une norme.

Démonstration. — Six € Eetsi A€ k,on a
Az]]? = Az, Az) = A\ (z, ) = |\ - [|z]]*.
Si = et y sont deux éléments de F, on a
o +yl* = (@ +y,z +y) = (z.2) + {z,9) + (y,2) + (4. 9)
= [lz]* + 2Re((z, 1)) + [lylI* < [l«]* + 2[(z, )] + [yl
< el + 2l -yl + yl* = (l=ll + llyl)?,

ou la derniére inégalité provient de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Enfin, si ||z|| = 0,

alors (z,r) = ||z/|> = 0, et donc x = 0. O
Définition 1.12. — Soient E un espace vectoriel sur & et ||-|| une norme sur £. On
dit que la norme ||-|| est préhilbertienne $’il existe un produit scalaire (, ) tel que

|lz||* = (x,z) pour tout z € E.

1.4. Orthogonalité

Définition 1.18. — Soit (E, (, )) un espace préhilbertien sur k.

On dit que deux éléments = et y de E sont orthogonauz si (x,y) = 0, noté x L y.
Comme (x,y) = (y,z) pour tout (x,y) € E2, on obtient que (z,y) = 0 si et seulement
si (y,x) = 0. Autrement dit, 'orthogonalité est une relation binaire symétrique.

Soient = un élément de E et A un sous-ensemble de E. Si, pour tout y € A, on a
z 1 y, on dit que x est orthogonal a A, noté = L A.

On dit qu’un sous-ensemble B de E est une famille orthogonale si pour tout couple
(z,y) € B%, x # y, on a (z,y) = 0. Si de plus on a ||z|| = 1 pour tout x € B, on dit
que B est une famille orthonormée.

Proposition 1.14. — Soit (E,{, )) un espace préhilbertien sur k.
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(1) Si un élément x € E est orthogonal & un sous-ensemble A de E, il est aussi
orthogonal au sous-espace vectoriel de E engendré par A. En d’autres termes, on
a At = Vect(A)*.

(2) Si A est un sous-ensemble de E, alors I’ensemble At des éléments de E ortho-
gonauxr & A est un sous-espace vectoriel de E.

(8) Si{x1,...,x,} est une famille orthogonale de vecteurs dans E, alors pour tout
(M, oy An) €K™, on a

n
(1.1) Az 4+ Az =D NP 12
j=1

(4) Toute famille orthogonale de vecteurs non-nuls dans E est libre.

Démonstration. — (1) Soient y1,...,y, des éléments de A, et A1,..., A, € k, alors
<37,)\1y1 +-+ )\nyn> = Z)‘j<xayj> =0.
j=1

(2) Si z et y sont deux éléments de AL X et usont deux éléments de k, pour tout
z€ Aona
(2, Az + py) = Mz, ) + p(z, y).
Par conséquent, Az + py € A+,
(3) On raisonne par récurrence sur n. Le cas ou n = 1 est trivial. Traitons le cas
oun=2.0na
[A1z1 + Aoza||® = (M2t + Aoz2, Miz1 + Aoza)

= /\71)\1||I1H2 Jr)\iz)\2||l’2||2 + M2 (@1, 22) + AoA1 (22, T1).
Comme 7 et 25 sont orthogonaux, on a (x1, z3) = (x2,21) = 0. Par conséquent, on a
Ay 4+ Aaza |2 = [Mi[* - [l || + Ao - (|2

Dans la suite, on considére le cas ot n > 2 en supposons que l’énoncé est vrai pour n—1
vecteurs orthogonaux. Par les énoncés (1) et (2), on obtient que A, z,, est orthogonal
ANz + -+ Ap—12,-1, dou (par le cas ou n = 2)

[Arzy + -+ >‘n$nH2 = |[Axy + -+ An—lxn—1”2 + ‘/\n|2 : chnllz

Par ’hypothése de récurrence, on obtient le résultat.

(4) Soit B une famille orthogonale de vecteurs non-nuls dans E. On suppose que
Z1,...,%, sont des éléments non-nuls de B et (Aq,...,A,) € k™ est tel que \jxy +
-+ 4+ Az, = 0. Par I’énoncé (3) on obtient

n
Iz + -+ Aazal® = D 1N llzg|* = 0.
j=1

Donc on a |Aj| - ||z;|| = 0 pour tout j € {1,...,n}. Comme z; # 0, on a ||z;|| > 0 et
donc |\;| = 0 pour tout j € {1,...,n}. O
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Proposition 1.15. — Soit (E,(, )) un espace préhilbertien sur k.

(1) Si A et B sont deuz sous-ensembles de E tels que A C B, alors on a B+ C At.
(2) Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors on a F'NF+ = {0}.
Démonstration. — (1) Comme A C B, tout vecteur orthogonal & B est orthogonal a

A.
(2) Soit = un vecteur dans F'N F+. On a

lz[|* = (z,2) = 0.

Donc x = 0. O
Théoréme 1.16 (Inégalité de Parseval). — Soient (E,(, )) un espace préhilber-
tienne, {e1,...,e,} une famille orthonormée dans E et F le sous-espace vectoriel
engendré par ey, ..., e,. Soit x un élément de E.

(1) Le vecteur

n
> e e
j=1

est ['unique vecteur dans F tel que
n
T=D fegw
j=1
soit orthogonal & F'.

(2) On a

n
25
2= les, =),
j=1
Uégalité est satisfaite si et seulement si x € F. De plus, dans le cas ou x € F on
a
n
=2 (ene
Jj=1

Démonstration. — Soit
n

=2 fej,w)e

j=1
(1) Pour tout j € {1,...,n}, on a
n
<6]7 8]7 Z €, T ejael <€j,£€>—<€j,£€>:0-
=1

D’apreés la proposition 1.14 (1), y est orthogonal & F. Si ¢y = z — 2 est un autre
élément orthogonal & F', ot z € F. On a

y—y € FNF*
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Doncy—4y =0ety=1y'.
(2) D’aprés la proposition 1.14 (3), on a

n

2l = lyll® + D [eg, @) 2 = Y ley ).

j=1 j=1
Si légalité est satisfaite, alors on a ||y|| = 0 et donc y = 0. Cela revient a dire que

n
x = Z(ej7x>ej e L.
j=1
Réciproquement, si z € F', alors il est de la forme Aje; +-- -+ Aye,, doU A = (ej, )
pour tout j € {1,...,n} et on a

n n

2l =D NP =D Hes, ).

J=1 Jj=1

O

Corollaire 1.17. — Soient (E,(,)) un espace préhilbertien et B une famille ortho-
normée dans E. Pour tout vecteur x € E on a

Izl > D e, ).

e€eB

1.5. Orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 1.18. — Soient (E,(,)) un espace préhilbertien de rang fini sur k et
(v)j—1 une base de E. Pour tout j € {0,...,n} soit E; le sous-espace vectoriel de
E engendré par vi,...,v; (dans le cas ot j = 0, on a Ey = {0} par convention).
1l existe une unique famille orthogonale (wj);-‘:1 dans E qui satisfait aux conditions
susvantes :

(1) pour tout j € {1,...,n}, w; —v; € Ej_4,
(2) pour tout j € {1,...,n}, {wi,...,w;} forme une base de Ej.

En particulier, tout espace préhilbertien de rang fini posséde une base qui est une
famille orthonormée (appelée base orthonormeée).

Démonstration. — On construit les vecteurs w; par récurrence : on prend wy = v; et
12 DL M (LR
. Wit = Vjp1 — v =e; — , €5 .
A Y e A A A O]
pour j € {1,...,n—1}. Par construction on a w; —v; € E;_; pour tout j € {1,...,n}
et donc {ws, ..., w;} forme une base de E;. D’aprés le théoréme 1.16, le vecteur w;1
est orthogonal & E; pour tout j € {1,...,n}. L’unicité est garantie par la proposition

1.16 (1).
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Enfin, les vecteurs w; /||w;|| forment une base de E qui est une famille orthonormée.
O

1.6. Projection orthogonale

Soient (E, (, )) un espace préhilbertien sur k et F' un sous-espace vectoriel de rang
fini de E. D’aprés le théoréme 1.2, il existe un base orthonormée de F. D’aprés le
théoréme 1.16, pour tout vecteur x € F, il existe un unique vecteur dans F, que
lon note pr(z), tel que x — pp(x) soit orthogonal a F. Le vecteur pp(z) est appelé
projection orthogonale de = dans F. Le vecteur sp(z) := 2pp(z) — x est appelé le
symétrique orthogonal de x par rapport & F.

Proposition 1.19. — (1) Les applications pr : E — E et sp : E — E sont k-
linéaires.
(2) Le noyau de pr est F'* ; le noyau de pp — Idg est F.
(3) On a i = pr.
(4) L’application sg préserve le produit scalaire. En d’autres termes, pour tout
(a:,y) € EQ; on a <SF(x)75F(y)> = <J),y>
Démonstration. — (1) Soient x et y deux vecteurs de E, A et p des éléments de k.
On a
(Az + py) = (Apr () + ppr(y)) = Mz — pr(z)) + w(y — pr(Y),
qui est orthogonal a F'. Par 'unicité de la projection orthogonale, on obtient
pr(Az + py) = Apr(z) + ppr(y).-
Comme sp = 2pr — Idg, on obtient que sp est aussi k-linéaire.
(2) Tout élément x € E s’écrit de fagon unique comme z = y + z avec y € F et
z € F+. De plus on a y = pr(x). En particulier, pp(z) = x si et seulement si x € F;
et pr(x) = 0 si et seulement si x € F'+.
(3) Pour tout « € E, on a prp(x) € F. Donc pr(pr(z)) = pr(z).
(4) On a
(sp(2),sp(y)) = 2pr(z) —2,2pr(y) — y)
= (pr(2),prY)) + (pr(z) — z,pr(y) —y) = (pr(z),pr(Y)) — (2. pr(Y) —y)
= (pr(z) — 2, pr(y)) + (z,y) = (z,y).



