
CHAP ITRE 2 Structure algebra
'

que

§ I Loi de composition interne LIKE )

Def Soit E an ensemble
.

On appelle loi de composition linter  ne )

toute application * de EXE dans E
.

Notation I '

image de ca
,

b) E Ex E par * est  note a * b
.

On dit que Xt est commutative LIFE )
.

Si ht carb ) E EXE
.  a  * b -

- b * a .

On dit que Xt est  associative C THE )
.

Si pour tons Elements
,

x. y .
Z de E L x  * y ) * Z -

- XXL y * z )

On dit que e EE  est  un  Element neutne HAYEK) pour *
.

Si t KEE
,

axle  =  e  * K -
- X

Example UN.tt Element neut  re  -

- OUN
,

x ) Element neut  re  -
- I

F-  ensemble L App LEE Element neutre Ide

Prop . Si I ' -element neutre  exist
,

aloes  it est  unique .

Prune Soi eat e et  e
' deux  Elements neut  res .

On a  e -
- exe - e

'

§ 2 Groupe
Def On appelle semi -

groupe #¥541 tout ensemble E  m"iEii
d '

une loi de composition associative *
.

Si de plus E

admet un  element heute pour *
,

on dit que LE . * ) est

un  monoid . ( 44¥54 I



|
mono  i des

Soi eat ( A
,  

o
) et l B. Xl ) deux  semi - grouper .

On appelle morphism de semi - group  es tout application f : A  →  B

tell que V LK
, y ) E Ax A f  ix. y ) = fix ) * fly ,

et qui envoi e L' Etement  heute de A  sur  celui de B
µ *a

Si de plus f  est  une bijection .  on dit que f  est  un  isomorphism

de semi -

groupers
Remarque Si f- est  un  isomorphism de semi -

group  es
,

odors f
" test  aus  si

soit LB.lk ) un  semi - groupe .

On appelle sous - semi - groupe

HATH
de I B , * )

,
tout sous - ensemble Bo de B teh que

V ( x , y ) t Box Bo
,

XX y E Bo  et qui confient Vehement heute de B

( Bo la  restriction de * a Box Ba) est  un  morphine de semi -

groupe

Remarque IB .

'

- Bo → B est  an  morphism de semi -

groupe
( N

,  t ) → ( N
,  x ) 2mm .  - I x2

"

morphis  me de monoid

n  →  2n

( N , x ) to ) CN sous - semi -

groupe
Def Soit LA ,* ) an  mono

' ide .
Soit  e tete  meat  neat  re de A

.

On dit que  x  e A  est  insensible s ' it exist  e  un  Element I
' EA tel que

xxx
- I  

=  at * x -
- e Gi '

est  unique )

Si tous les elements de A  sont  inversibles
,

on dit que LA ,
X I est

un groupe .

Soi eat LA
,

o ) et ( B
,

* I deux gropes .

On appelle morphism de grapes
de LA

,
o ) dans ( B

,
* I tout  morphism de mono

'

i des f -
- A  →  B teh que ,

pour tout  x  EA
, f he

- '
I -

- fix )
- t

Si de plus f  est  une bijection ,
on dit que f  est  un  isomorphism de group es .



Def On appelle groupe tout

monoid
la

,
* I tell que tout

element de a soit  inversibk
.

Notation Sant mention  an container 4437483nA'VE BAGH

la loi de composition d '

an groupe a et  note la , b) a ab

Lemme Soit G un grape . Un element  est G est l ' Element heute
,

si et  sente ment  stil exist x  EG tell que  ex -

- x

Prune
"

⇒
"

result  e de la definition
"

⇐
"

Soit  eo t Element  heute de G , On suppose gu
'  il exist

KEG
,

teh que  ex -
- x

.
So 't y

I ' inverse de K dans G
.

On a

K
'

y = lo
.

Don e -
- e  lo -

- e Lacy ) -

- Leu ) y = Ky =  eo

I
¥2 EHR X.4h29 -EGG

, ② Soient K , y deux elements de a
. Alois y est timers  ible de X

12g
' I - Fka X y

-
- e KEKE Si  

es Si Xy
-

- e

KAI 'M
'I yx - e ) on

'

e est lieutenant neutre de a
.

Prune  ⇒
"

result  e de la definition de timers  ible
"

I FIEGEL , KEY KESEL )
"

⇐
"

On  a  I
'  

-
- see -

- x
"hey) = #

"

K ) y
=  ey -

- y-  
-

x
-  '

x -
- e ey

-
- yXingu

UN ,  -1 I est  un  monoid

Prop Soi  eat A  et B deux groupe , f : A  → B un  moi phis  me de

semi - gropes it 't X. yl E AXA , f- Kyl = flxtflyl )

%Ktb&¥KHuh¥§4kbhr Alor , a flea , =  EB
,

ai ea et EB sont des elements neat  res de

A  et B
, respective ment IBM )

* VXEA
, fix -

y -
- fix '

f  est appelt ainsi an  morphine de
groupe



Prune " I f- teal
-
- flea eat = f teal heat ¥7 flea ) -

- EB

X EB  = flea , = fixx - y = fix ) text ) ET fix ' ) -

- fast

Def Soit G un groupe .

On appelle sons - groupe de a tout  sous - monoid

A de a qui  est  stable par winners  ibk I VXEH , HEH )

eg
a -

- I 2.tl It -
- ZZ -

- Hombres paines) est  un  sous - groupe de a

OE It t  he 221
,  

- n E 22

Prop Soient G un groupe et It  un  sous - ensemble non  vide de a
.

Pour que

H  soit  un  sons -

groupe
de a

,
it faut  et  il Sufi 't 143212424321 que ,

VI girl EH
'

, gh
"

EH

Idk

HKGG.gs#4sagEiEytE4fKV-lg.hl

EH
'

, gh
"

EH

nxiiz ) ¥47 -

condition  suffisanteetnecessai.me

Prairie News  site CHEETAH
"

⇒
"

Si It  est  an som - groupe de a
. pour Cg . h ) t Ht It  

,
on a h

- '

E H

et dare gh
"

EH .

Suffisanu EERIE )
"

⇐
"

Carme H  est  non  vide
,  it exist  e  a  c- H .

On  obtient  ee  a  a-
 '

EH
,

oui e  est L' Element  neut  re de h .

th girl EHXH
,

on  a hi
'  

-

- eh
"

c- H  et gh -

- g Ch
- '

5
'

E It *

Remarque Si H  est  un  sins -

groupe de a
,

H  muni de la restriction de

la loi de
composition

de a forme  an groupe ,

et Vapplication d '  inclusion IH '

- H  → a est  an  morphism de
groupers .



NEIN
,

n  72

F  a  C- 2 I  unique real E lo ,
. .  . n - t )

teh que  n se  a - real
HEPA.

Ma ) est appelt le rate de a divise par n

atria ) I mod n )

X.b) C-  2×2
,

Matt  rcb ) ⇐ rlatb ) ( mod n )

Def Soit Nl an  ensemble
.

Oh appelle relation d '

equivalence tout
me

relation bihar 're  n  sur M tale que .

l KIM # %
. )

txt # as f  x  EM
,

XNX

HER H it LX , y ) E NINH
,

Si  Xny ,
odors ynx

458L H tf  LX , y ,
Z I E  Mx  Nl XM

,
Si  X  ny et y vz  ,

odors XNZ

Pour tout x  EM
,

on design par EX ) L' ensemble des y EM

teh que xny .
[ X ) est Appelt la classe d ' Equivalence de x

Proposition  a V-cx.gl EMMA EX ) -

- Ey ) Si  es Si  Any
* t Hi y ) t MHM

, Si  Ex ] e Ey ]
,

odors [ X ) n [ y ) -

- O

H M s
'Een 't  comme  une  union disjoin te de classe d ' Equivalence .

Ex Nl -
- Z x - y si et  sentiment  si  X - y est divisible par n .  NEIN n > Z

Soit  at Z  on dit que n devise  a  et  on  note n la s
' it exist be 2

tel que a
-

- bn

X - X  =D -
- O . n

Si X - y
-

- bn
,

odors y - x -
- l - b) n

-

Six -

y
-
- bin

, y - Z -
- ban along X - Z -

- Ibribe) n



Prune H
"

⇒
' '

Comme Ex ] -
-

 [ y7 ,
on a ye Ex ]

,
done  

any"

⇐
"

Soit ZEEX ]
,

or a X n Z
.

Or any done 2-  

ry
et FEED

On dotieat done Ex ) c Ey ]

De  meme [ y ) Ctx ) Done Ex ] -
- Ey)

X Montroy la
contraposition IFE KHERI de tenoned

.

On
suppose que Z  EEN nap comme 2-  c- Ex ]

,
XNZ .

De  meine
, y ~ Z Done  any Paras Ex ) -

- Ey )

N 't VEX ) Parul et L2) All s '
Een 't anime

HEAR

Ua qui est une  umm disjoint .

147¥12 If
,

d 't lxeaa ,

BgKq'Ah Oh note N/a I ' ensemble des classes d '

Equivalence dans M
.

Nya, = LENIXEM )
nllx - yl On a one application surjective Tv -

- M → MIN
n'REPKA.

y ) appellee la projection .
x '  LM

Ex M -

- 2 Any si es Si nl A-

y ) NEIN
,

na

NYN = In 2=-67 ,
n Ztt - 

- LD ,
. . .  n Zun- D -

- [ n - D) =Z/n2



Ex So 't a an grape ,
On dit ga 'm  sous -

groupe
H de a est

distingue LIKE 2¥41 Si
, pour tout gea ,

on  a

H -
- la  EH I gag

- ' I = :

g Hgt
On  note It 't a si H  est  un  sans - groupe distingue .

G
.

Si a est  un groupe atelier ,
d est - ai - dire la loi de composition de a

est  commutate 't  ,
aloes tout  sons -

groupe de a est distingue .

En  effet
,

tae H
.

et g th
, gag

-  '
= agg

"  
=  a

Prop .
Soient G un grope et H un sins -

grape de a. Hors la  relation Any Si  

es
si

Hey
- '

c- H  est  une  relation d '

Equivalence sur G , L' ensemble quotient GIN

est  note HH = I Hxlxea }

Prune Soit  e I ' Element  neat  re de a .

•
VX eh DX

- '
=  e  EH

•
thx , y ) E a x G si Xy

- I
e It

,
odors LXy

- ' I
- '

= g-
 '

I
- '

X
- '

= YA
- '

EH

⇒ V l X , y ,
Z ) tax GXG

.

On  suppose Ky
- I E It  et y Z

" EH
.

Ahors ( Xy
" I C y z

-  ' I =  X C y
-  '

y )  E '  
=  xez

"  
=  XZ

" EH

Soi  eat G un grape et H un suis -

grape de a .
Alas la  relation Any Si es siP

M ' '

y
"

"

at ,

c- It  est  une  relation d '

Equivalence sur G , L' ensemble quotient GIN

est  note  =

Ixhl
HEH }

Remarque Si H  est distingue ,
alas VA Eh on  a XH  '  - HX

.

( abt
"

-

- b-
 '

a-
 '

Lb . ' at Kab ) -
- b

-  '

cata) b -

- b-
 '

e b -
- b- 'b -

- e

Si es Si  = Si  et  sentiment  si



Theorem Saint a un grope ,
et Hah

.
Alas tapplication

# UH  × UH - WH

( KH
, y H ) - ay H

est bien define 't et  mum 't HH d '
me structure de grape

donttletemeat heat  re  est  ett -
- It

,
ai e est I' Element neutron de a

.

De plus ,
la projection E- a → HA  est  un  morphis  me de grapes .

Ex A -

- ( 2
,

t ) H -

- nz L ht IN ,n3Z )

FEAT 9%4  t Any Siessi A - YEH ,
Cnl x - y )

IAB '¥  t % z  = ant  =
LEO)

,
. .  - - En - D )

Ex ) t Ey ) -
- Ext YI boi sur ZINE

a : 2  → 21oz Xie Ex )

Prune Montross que Ux ) est bien definite
.

Soient 74,712 , y , , ya des Elements de G telsque
74 H -

- Xz H et y ,
H -

- ya H

Montroy que ay , H - Try H

Comme It A G
. Xiy , H -

- Xi Hy ,
=  Xz Hy ,

= Xzy . H  =

Arya H

Cette Loi est associate he on  a

XxHKYHDIZH) = l Xy Htc ZHI -

- HyHH - XHILYHILZHD

FXEG
,

or  a let ) I XH ) = LXH ) lett ) -
- X It

It XEG
,

on a but ) L A
- ' H ) = LXXTH -

- EH  = l X
.  '
It ) ( XH )

Ex 2/22,  = Leo ] ,
E ] )

[ o ) t Li ) = [ I )
[ 1) t [ I ] =  ( o)



HA
Def On Appelle aaneau tort ensemble A mini de deux Loi de

composition  interns la , b) ↳  atb et la , b ) to  ab tell que

a LA ,  t ) forme  un groupe abelian dart Vehement  heute

est  note O
.

* H ,
x ) forme  un  monoide dont l ' Element neutron est  note I  et

appelt kumite de A .

H V ( a ,b ,  c ) E Ax AXA

at btc ) = abt  al

I btc ) a = bat ca

- Si la Loi la , b) h ab est comarutatif ,  or dit que A est

asnnnrtatif
.

- Si t a' E Allo )
,

a est ihversibk pour
la Loi

de multiplication , OH et  on dit que A est  un
Corps

.

#


