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Feuille d’exercice 2

1. Pour tout n ∈ N tel que n > 2, soit

Hn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

n
.

(1) Montrer que Hn peut s’écrire sous la forme pn/qn, où pn est un entier impair et
qn est un entier pair.

(2) En déduire que Hn n’est jamais un entier.
(3) Montrer que l’ensemble {Hn |n ∈ N, n > 2} n’a pas de majorant dans R.

2. Pour tout entier n tel que n > 1 et tout entier k ∈ N, soit

Sk(n) = 1k + · · ·+ nk.

(1) Montrer que, pour tout k ∈ N,
k∑

i=0

(
k + 1

i

)
Si = (n+ 1)k+1 − 1.

(2) Montrer que, pour tout k ∈ N, il existe un unique polynôme Pk de degré k + 1
dans Q[T ] tel que Sk(n) = Pk(n) quel que soit n ∈ N, n > 1.

(3) Déterminer les polynômes P1, P2, P3 et P4.
3. On garde la notation de Sk(n) de l’exercice précédent en supposant que k est impair.

(1) On suppose que n est impair. Montrer les relations

Sk(n) = nk +

(n−1)/2∑
i=1

(
ik + (n− i)k

)
=

1

2

n∑
j=1

(
jk + (n+ 1− j)k

)
.

(2) On suppose que n est pair. Montrer les relations

Sk(n) =

n/2∑
i=1

(
in + (m+ 1− i)n

)
=

1

2

n∑
j=0

(
jk + (n− j)k

)
.

(3) Montrer que Sk(n) est divisible par n(n+ 1)/2.
4. Parmi les ensembles munis de lois de composition internes, lesquels sont des semi-

groupes, monoïdes, groupes ?
(1) (N,+)

(2) (N>0,+)

(3) (Z,+)

(4) (N,×)
(5) (N>0,×)
(6)

(
S(X) = {bijections X → X}, ◦

)
, où X est un ensemble
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