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Université Paris 8

Nom : Prénom : Numéro d’étudiant :
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I. Soit (an)n≥1 une suite de nombres complexes. On pose, pour tout n ∈ N \ {0},

An =

n∑
k=1

ak et Bn =

n∑
k=1

ak
k
.

1) Montrer que, si z et w sont deux nombres complexes, alors∣∣|z| − |w|∣∣ ≤ |z − w|.
2) En déduire que, si (an)n≥1 converge dans C vers a, alors (|an|)n≥1 converge vers |a|.
3) Montrer que si la suite (An)n≥1 est convergente dans C, alors lim

n→+∞
an = 0.

4) Pour tout n ∈ N \ {0}, soit cn ∈ R tel que |an| ≤ cn et soit A∗n =

n∑
k=1

ck. Montrer que si la

suite (A∗n)n≥1 converge dans R, alors la suite (An)n≥1 converge dans C.

5) Montrer que, pour tout n ∈ N \ {0},

Bn =
An
n

+

n−1∑
k=1

Ak
k(k + 1)

.

6) Montrer que la suite réelle
( n∑
k=1

1

k(k + 1)

)
n≥1

converge dans R et déterminer sa limite.

7) En déduire que, si la suite (An)n≥1 est bornée, alors la suite (Bn)n≥1 converge dans C.

8) Soit θ ∈]0, 2π[. Montrer que la suite
( n∑
k=1

eikθ

k

)
n≥1

converge dans C. (Indication : utiliser

7))

9) Montrer que la suite
( n∑
k=1

1

k

)
n≥1

n’est pas convergente dans R. (Indication : montrer que

ce n’est pas une suite de Cauchy)

II. On désigne par C[X] l’ensemble des polynômes complexes à une variable X. Soit
D : C[X]→ C[X] l’application telle que

i) D(P +Q) = D(P ) +D(Q) quels que soient P et Q dans C[X],

ii) D(aP ) = aD(P ) quels que soient a ∈ C et P ∈ C[X],

iii) D(Xn) = nXn−1 quel que soit n ∈ N \ {0},
iv) D(1) = 0.



Si m ≥ 1 est un entier, on désigne par Dm : C[X]→ C[X] l’application composée
D ◦D ◦ · · · ◦D︸ ︷︷ ︸

m copies

. Enfin, on note D0 l’application d’identité de C[X] vers lui-même.

1) Déterminer D(X − 1), D((X − 1)2) et D((X − 1)3).

2) L’application D est-elle injective ? Pourquoi ?

3) L’application D est-elle surjective ? Pourquoi ?

4) Montrer que D(Xn+m) = XnD(Xm) +XmD(Xn) quel que soit (m,n) ∈ N2.

5) En déduire que D(PQ) = PD(Q) +QD(P ) quels que soient P et Q dans C[X].
(Indication : on commence par le cas particulier où P = Xn)

6) En déduire que, pour tous les m ∈ N \ {0}, P ∈ C[X] et Q ∈ C[X],

Dm(PQ) =

m∑
i=0

CimD
i(P )Dm−iQ.

(Indication : récurrence en m.)

7) Soient a ∈ C et n ∈ N quelconques, déterminer D((X − a)n). (Indication : utiliser 5))

8) Montrer que, pour tout polynôme P ∈ C[X], il existe Q ∈ C[X] tel que
P (X)− P (a) = (X − a)Q(X).

9) Soient P ∈ C[X], a ∈ C et Q ∈ C[X] tel que (X − a)Q = P − P (a). Montrer que, pour
tout entier m ≥ 1, (m+ 1)DmQ(a) = Dm+1P (a).

10) Montrer que, si P est un polynôme de degré n dans C[X] et si a est un nombre complexe
quelconque, alors

P = P (a) +DP (a)(X − a) +
D2P (a)

2!
(X − a)2 + · · ·+ DnP (a)

n!
(X − a)n.

(Indication : récurrence en n)

11) (*) Soit P un polynôme non-nul. On rappelle que la multiplicité d’une racine a de P est
par définition le plus grand entier naturel m ∈ N tel que (X − a)m divise P . Montrer que
la multiplicité de a est égale au plus grand entier naturel m ∈ N tel que

P (a) = DP (a) = · · · = Dm−1P (a) = 0.


