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Résumé En utilisant I’approche de R-filtration en géométrie d’Arakelov, on établit des
majorations explicites des fonctions de Hilbert—Samuel géométrique et arithmétique pour
les fibrés inversibles sur une variété projective et les fibrés inversibles hermitiens sur une
variété projective arithmétique.
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1 Introduction

Soient X un schéma projectif et intégre sur un corps k, et L un Oyx-module inversible.
Rappelons que la fonction de Hilbert—Samuel de L est définie comme I’application de N vers
N qui envoie n € N en h?(L®"), le rang de I’espace des sections globales H(X, L®") sur
k. Le théoréeme de Riemann—Roch et le théoreme d’annihilation de Serre montrent que, si le
faisceau L est ample, alors la relation suivante est vérifiée:

d+1

0 n d+1 1 d+1
hO(L®") = ¢y (L)*F m+0(n +h, (D

H. Chen (X)
Institut Fourier (UMR 5582), Université Grenoble Alpes, 38402 Saint Martin d’Heres, France
e-mail: huayi.chen @ujf-grenoble.fr

Published online: 24 August 2014 @ Springer



H. Chen

ot d+1 est la dimension de Krull du schéma X, et ¢; (L)?*! est le nombre d’auto-intersection
de L. Le théoreme d’approximation de Fujita [15,38] montre que la relation (1) est vérifiée
en générale, quitte 2 remplacer le nombre d’intersection ¢1 (L)4+! par le volume de L, défini
comme

L) = I hO(L®n)
R R n @+

En d’autres termes, la limite supérieure définissant la fonction volume est en fait une limite.

Il est cependant plus délicat d’étudier 1’estimation explicite de la fonction de Hilbert—
Samuel qui est valable pour tout entier n > 1. Dans la littérature, différentes approches ont
été proposées, souvent sous des conditions de positivité fortes pour le faisceau inversible L.
On peut consulter par exemple les travaux de Nesterenko [34], Chardin [9] et Sombra [36],
ou on suppose que le faisceau L est tres ample et fixe un plongement de la variété polarisée
(X, L) dans un espace projectif. Une majoration explicite de #°(L®") est ensuite obtenue par
récurrence sur la dimension du schéma X, en utilisant I’intersection avec des hyperplanes de
I’espace projectif. Cette approche a une nature algébrique car le choix d’un plongement de
la variété polarisée correspond a un systeme de générateurs homogenes de 1’algebre graduée
des sections globales des puissances tensorielles de L. On renvoie les lecteurs vers I’article de
Bertrand dans [33, chapitre 9] pour une présentation détaillée de cette méthode. L’ approche
de Kollar et Matsusaka [27] repose sur la comparaison entre la fonction 2° et la caractéristique
d’Euler-Poincaré (somme alternée des rangs des espaces de cohomologie). Cette méthode
est relativement plus proche de I’esprit du théoréme de Riemann—Roch. On suppose que le
schéma X est régulier et que le faisceau L est semi-ample, i.e., une puissance tensorielle
de L est sans lieu de base. Un encadrement effectif mais assez compliqué dans le cas de
dimension supérieure a été obtenu pour 1°(L®"). L’encadrement ne dépend que du nombre
d’auto-intersection ¢1(L)?H! et le nombre d’intersection ¢ (L)%c;(wyx), od wy est le fibré
canonique de X.

La fonction de Hilbert—Samuel peut étre généralisée dans le cadre de la géométrie
d’ Arakelov, ou on considere une variété arithmétique projective .2~ (i.e., un schéma integre,
projectif et plat sur Spec Z) et un faisceau inversible . sur 2" muni d’une métrique continue
sur .Z(C), invariante par la conjugaison complexe (ces données sont appelées un faisceau
inversible hermitien sur 2" et notées comme .%). Similairement 2 la situation géométrique,
on définit la fonction de Hilbert—Samuel arithmétique de .Z comme la fonction de N vers
[0, 4o00[ qui envoie n en ﬁo(yg’”), le logarithme du nombre des sections globales de .#®"
dont la norme sup est majorée par 1. La suite

7 (7%
ndt/d + DV

=

possede une limite! que I’on note comme vol(Z), et on I’appelle le volume arithmétique de

Z. Ici d désigne la dimension relative de 2~ — Spec Z (et donc la dimension de 2~ est
d + 1). On peut aussi exprimer ce résultat comme une formule asymptotique

0, o® —~ . ntt d+1

R (L") = vol(£L)———— +o(n“ ™). 2

(Z=7) (2) R (n"7) (@)

Du point de vue birationnel, il est naturel de se demander si on peut obtenir une estimation

de hO(L®") en fonction des invariants birationnels de L (comme par exemple le volume

I'La convergence de cette suite a été démontrée dans [10]. On peut aussi la déduire du théoreme de Fujita
arithmétique [12,40].
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de L). La méme question se pose aussi pour la fonction 10 dans le cadre arithmétique.
Cependant, les outils que ’on dispose, comme par exemple le théoréme d’approximation
de Fujita (géométrique ou arithmétique) sous forme actuelle, ne permettent pas de traiter ce
probleme de facon effective. Il est encore peu probable que les méthodes que I’on a résumées
plus haut se généralisent dans la situation birationnelle ou s’adaptent facilement dans le
cadre de la géométrie arithmétique. Les résultats arithmétiques sont rares dans la littérature
et portent notamment sur les cas ol la dimension de la variété arithmétique est petite. On
peut consulter par exemple les résultats de Blichfeld [4], Henk [23] et Gaudron [17] pour le
cas d’une courbe arithmétique (ces résultats sont basés sur la géométrie des nombres) et le
travail de Yuan et Zhang [41] pour le cas d’une surface arithmétique.

Le but principal de cet article est d’établir une majoration effective pour les fonc-
tions de Hilbert—Samuel géométrique et arithmétique en dimension quelconque. La version
géométrique du résultat donne une majoration effective de la fonction de Hilbert-Saumuel
d’un systeme linéaire gradué comme la suite, qui correspond au théoreme 5.1 dans le para-
graphe 5.

Théoreme 1.1 Soit X un schéma projectif et intégre sur un corps k. On désigne par S
I’ensemble des systemes linéaires gradués de faisceaux inversibles sur X, qui contiennent
des diviseurs amples (voir §3, définition 3.5). 1l existe une application ¢ : S — [0, +00[ que
’on explicitera (voir la fonction €° dans §5 infra), qui vérifie les conditions suivantes:

(a) siV, et V! sont des systemes linéaires gradués dans S, des faisceaux inversibles L et
L’ respectivement et si le faisceau inversible LV @ L’ admet une section effective non-
nulle s telle que la multiplication par des puissances de s envoie V, dans V!, alors on
ae(V,) <e(V));

(b) pour tout systeme linéaire gradué V, dans S, on a

vol(V,)

d+ 1!
ou d + 1 est la dimension de Krull de X;

(¢) pour tout systeme linéaire gradué V, dans S et tout entiern > 1, on a

e(Vy < nle(V,),

g (Vi) < +e(V),

ou V.(n) = ®m20 Vim-

Comparé aux résultats dans la littérature, le théoreme 1.1 s’applique a des systemes
linéaires gradués tres généraux, et on ne demande pas la condition d’amplitude (ou de semi-
amplitude) pour les faisceaux inversibles en question. Le terme d’erreur (.) dépend du
choix d’une chaine de sous-extensions du corps des fonctions rationnelles k(X) sur le corps
de base k dont les extensions successives sont de degré de transcendance 1. Ce choix de
sous-extensions successives permet d’exprimer certaine version birationnelle du schéma X
comme une fibration sur une courbe réguliere Co qui est projective sur Spec k et la réaliser
comme la premiere composante d’un tour ® = (p; : X; — C i)fl:() de fibrations sur courbes
(voir §4 pour la définition de tour de fibrations sur courbes, et la remarque 4.3 pour la
construction de ® a partir du choix de sous-extensions successives de k(X)). La fibration
po : Xo — Co permet d’utiliser des méthodes arithmétiques a étudier les systemes linéaires
gradués. En particulier, pour tout systeme linéaire gradué V,, on peut associer un invari-
ant uhoy(V,) qui décrit le comportement asymptotique de la pente maximale de 1’image
directe de V), par pg (voir la définition 3.9). Dans le cas ou la caractéristique du corps k
est nul, la constante £(V,) est définie par la formule récurssive comme la suite (voir §8,
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page 41 pour la formule récursive dans le cas ou la caractéristique de k est strictement
positive)

vol(W,)
d!

ou W, estla fibre générique de I’'image directe de V, par po, g(Co/ k) est le genre de la courbe
Cy relativement a k, et la constante £(W,) est obtenue relativement au tour de fibrations
sur courbes (p; : X; — C,-)flzl. Dans le cas ou X est une courbe, c’est-a-dire d = 0
et Cp est la normalisation de X, la constante &(V,) est définie comme max(g(Co/k) —
1, 1).

Pour démontrer le théoreme 1.1, le point clé est d’adopter le point de vue arithmétique
et la méthode de R-filtration introduite dans [12,13], qui s’applique a la fois dans les cadres
géométrique et arithmétique. On considere X comme une fibration au-dessus d’une courbe
réguliere qui est projective sur k. Une telle fibration est toujours réalisable, quitte a remplacer
X par une modification birationnelle. On utilise ensuite un argument de nature arithmétique
et ramene le probleme a un probleme similaire pour la fibre générique de X, qui est un schéma
projectif et integre de dimension dim(X) — 1 sur le corps de fonctions de la courbe de base.
On peut ainsi appliquer 1la méthode de R-filtration dans la géométrie arithmétique a étudier ce
probleme (la méthode de R-filtration sera présentée un peu plus loin avec plus de détails dans
le cadre arithmétique). La majoration est obtenue par récurrence sur la dimension de X, et le
majorant dépend du choix d’un tour de fibrations sur courbes d’une modification birationnelle
de X. Dans le cas ou la caractéristique de & est zéro, on peut utiliser la R-filtration de Harder—
Narasimhan. Cependant, dans le cas ou la caractéristique de k est strictement positif, il faut
utiliser la filtration par minima. Le majorant est légerement plus grand, mais toujours de
méme ordre de grandeur.

Pour un systéme linéaire gradué V, fixé, si on se contente d’obtenir 1’existence d’une
fonction Fy, : N — 4-oo telle que Fy, (n) = o) pour n — +00 et que

s(V.) i= b0 (V)s(W,) + ( +e(W.)) max(g(Co/k) — 1, 1),

vol(Ve) 41
d+1)!

on peut utiliser la théorie des corps d’Okounkov développée dans [26,29] pour relier V, a un
corps convexe A dans R?. On peut majorer le rang de V,, par le nombre de points 2 coordonnées
entieres dans nA et ensuite faire appel & un résultat de Betke et Boroczky [3] pour obtenir la
majoration asymptotique. Cependant, cette méthode est inadéquate pour 1’application dans la
situation arithmétique. En effet, pour obtenir une majoration de la fonction de Hilbert—Samuel
arithmétique, il faut appliquer la majoration de la fonction de Hilbert-Samuel géométrique
a une famille continue de systemes linéaires gradués. Cependant, le terme sous-dominant
dans la majoration de la fonction de Hilbert—Samuel géométrique obtenue par cette méthode
dépend du bord du corps convexe associé au systeéme linéaire gradué. Il est difficile d’obtenir
un contrdle explicite et uniforme pour la famille de systemes linéaires gradués qui apparais-
sent dans 1’étude de la fonction de Hilbert—Samuel arithmétique. En outre, cette méthode ne
peut pas étre directement appliquée dans la situation arithmétique car dans 1’analogue arith-
métique du corps d’Okounkov, il n’y a pas de lien entre I’ensemble des sections effectives
du faisceau inversible hermitien avec 1’ensemble des points de coordonnées entieres dans le
corps d’Okounkov arithmétique associé.

Pour surmonter cette difficulté, on propose d’utiliser la méthode de R-filtration pour
ramener le probleme arithmétique en une famille (indexée par R) de problemes similaires
de nature géométrique, ou le théoreme 1.1 s’applique. On obtient le résultat suivant, qui
correspond a une partie du théoréme 7.6 dans le paragraphe 7.

18 (V) < + Fy, (n),
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Théoreme 1.2 Soit 2 une variété arithmétique projective sur [’anneau des entiers
algébriques d’un corps de nombres K. 1l existe une application’s que I’on explicitera (voir la
Jonction G dans le théoreme 1.6 infra), de I’ensemble des faisceaux inversibles hermitiens
gros sur 2" vers [0, +00l, qui vérifie les conditions suivantes:

(@) si 2L et L' sont deux faisceaux inversibles hermitiens gros tels que £ ® &' posséde
au moins une section effective non-nulle, alors €(£) < €(ZL’);
(b) pour tout faisceau inversible hermitien gros £ sur Z°, on a

_ vl®»®
@) < % 3@,

oind + 1 est la dimension de Krull du schéma % ;
(c) pour tout faisceau inversible hermitien gros £, on a
vol(Zk)

= p®ny __ . d d
(L") =[K : Q]i(d 1 n“In(n) + O (n).

Le terme d’erreur £(.Z) peut étre précisé par la formule
(D) = Imx (D)e(Vu(Z)) + (R + D In(2) + RIn(R),

ol [l ((Z) est la pente maximale asymptotique de -Z (voir §7, pages 34 et 33 pour la
définition), R est le rang de H %2, L) sur Z, V, (L) est le systeme linéaire graduée
@nZO HO(%Q, Z0), et &(.) est la fonction mentionnée plus haut dans le théoreme 1.1. Si
on compare ce théoreme aux résultats dans la littérature, il y a deux nouveautés essentielles.
Premigrement I’inégalité dans (b) est valable pour le fibré inversible hermitien .# lui-méme,
et on n’a pas besoin de passer a une puissance tensorielle d’exposant suffisamment grand,
comme par exemple dans le théoreme de Hilbert—Samuel arithmétique de [1]. Deuxiemement,
dans le théoreme 1.2 on ne demande aucune condition de positivité sur la métrique du fibré
inversible hermitien .Z. Dans le cas de surface arithmétique, ce résultat est asymptotiquement
plus précis que la majoration obtenue dans [41] (cf. la remarque 7.7 infra.).

La démonstration du théoréme 1.2 repose sur la méthode de R-filtration par minima. On
considere chaque espace de sections &, = H 0(2°, £®") (n € N) comme un réseau dans un
R-espace vectoriel muni de la norme sup. Les minima successifs du réseau correspondent a
une R-filtration F sur le Q-espace vectoriel E,, = H 02k, Zx) telle que

VieR, F'(E,) = Vectg{s € & : lsllap <e™'}.

Rappelons que, pourtouti € {1, ..., Ry}, 00 R, =r1gg(Ey),lei €M minimum logarithmique
du réseau &, est défini comme

1i(En) == sup{t € R : rgp(F'(Ep)) > i}.

En particulier, on peut interpréter »_; max(1; (£1), 0) sous forme d’une intégrale:

R +00

> max(2;(£1). 0) :/ rg(F Ey)dr.

i=I 0

Il s’avere que cette somme est étroitement liée a ﬁ0(§®”), compte tenu du deuxiéme
théoreme de Minkowski et des résultats en géométrie des nombres comme par exemple
[4]. En outre, pour tout ¢ € R, la somme directe E! = @n>0 F™(E,) est un systéme
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linéaire gradué de -k (ou on considere Zx comme un Q-schéma projectif). Si on désigne
par vol(E?!) son volume, défini comme
rgo(Ey)

vol(E!) = lim sup ————,
ol “nd /)

on peut aussi exprimer le volume arithmétique vol(:Z) comme une intégrale
o +00
vol(Z) = (d + 1)/ vol(E!) dt.
0

Ainsi on peut ramener le probleme a la majoration de rgg(F 'E)) = 1gg(E 1) en fonction
de vol(E?). Cela peut étre considéré comme une généralisation du probléme de majoration
explicite de la fonction de Hilbert—Samuel géométrique dans le cadre des systemes linéaires
gradués, qui découle du théoreme 1.1.

Cette approche de R-filtration, qui s’ applique a la fois aux cas géométrique et arithmétique,
combine les avantages de plusieurs méthodes mentionnées plus haut. D’abord le majorant de
la fonction de Hilbert—Samuel géométrique ou arithmétique est obtenu par une formule de
récurrence sur la dimension de X, qui rend le calcul explicit. Deuxiemement, la contribution
arithmétique du systéme linéaire gradué par rapport aux courbes projectives régulieres fig-
urant dans le tour de fibrations ressemble beaucoup a la contribution du faisceau inversible
dualisant dans 1’approche de Kolldr et Matsusaka. Enfin, cette méthode peut étre naturelle-
ment généralisée dans le cadre de systeme linéaire gradué filtré comme dans [8], qui permet
de découvrir de nouveaux phénomenes en géométrie arithmétique. On établit par exemple le
résultat suivant, qui découle aussi du théoreme 7.6 (voir aussi le corollaire 5.2).

Théoreme 1.3 Soit 2" une variété arithmétique projective sur [’anneau des entiers
algébriques d’un corps de nombres K. Il existe une application € que I’on explicitera (voir
le théoreme 7.6 infra), de I’ensemble des faisceaux inversibles hermitiens gros sur 2" vers
[0, +o0l, qui vérifie les conditions suivantes:

(@) si L et L' sont deux faisceaux inversibles hermitiens gros tels que L ® L' posséde
au moins une section effective non-nulle, alors €(£) < €(<’);
(b) pour tout faisceau inversible hermitien gros £ sur Z', on a

4 vol(?)
S max (1 (2, 2), L), 0) < (V;%D)! +2@).

i=1

oud + 1 est la dimension de Krull du schéma %, et r =rgy HO(%',g);
(c) pour tout faisceau inversible hermitien gros £, on a €(L®") < nde(?).

Le terme d’erreur €(.Z) peut étre précisé par la formule suivante:
€(2) = mx (D)e(V. (L)),

oll fimax (-Z) est la pente maximale asymptotique de - (voir §7, pages 34 et 33 pour la
définition), et

V(L) =P H (2. L5
n=0

est le systtme linéaire gradué total de g, et £(.) est la fonction mentionnée plus haut
dans le théoreme 1.1. La différence principale entre ce théoreme et le théoreme 1.2
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est dans la condition (c). Au lieu d’avoir un terme d’erreur d’ordre n< In(n), le terme
d’erreur €(:Z®") ici est d’ordre n¢ lorsque n — +oo. Un résultat similaire pour les
minima successifs absolus logarithmiques est établi dans le théoreme 7.1. Ce résultat est
frappant car dans une formule de développement d’une fonction arithmétique de type
Hilbert—-Samuel, on attend souvent que le terme sous-dominant soit d’ordre 0 1n(n))
quand n tend vers 'infini. L’estimation (c) dans le théoreme 1.3 suggére que le terme
d’ordre O (n“ In(n)) dans le développement de la fonction de Hilbert—Samuel arithmétique
provient notamment de la comparaison entre différents invariants arithmétiques de fibrés
vectoriels normés sur la courbe arithmétique, ou de la distorsion entre les choix de dif-
férents métriques. La contribution géométrique pourrait agir plutdt sur le terme suivant
d’ordre O(n¢). On espére que ce nouveau point de vue nous aidera 2 mieux compren-
dre le role de la géométrie du schéma 2% dans 1’étude de la fonction de Hilbert—Samuel
arithmétique.

Pendant la rédaction de I’article, Xinyi Yuan et Tong Zhang m’ont communiqué leur
travaux [43], ot ils ont obtenu indépendemment des résultats similaires aux théoremes 1.2
et 1.3. Leur approche a certaines similitudes comparée a celle adoptée dans cet article, notam-
ment I’arguement de récurrence sur la dimension de la variété géométrique ou arithmétique.
La différence majeure entre les deux approches repose sur la réalisation du procédé de récur-
rence. Dans [43], I’argument de Yuan et Zhang est basé sur la positivité du fibré inversible et
les termes d’erreur dans leurs théoremes dépendent des nombres d’intersections de certains
fibrés inversibles auxiliaires qui contrdlent la positivité du fibré inversible dont on veut borner
la fonction de Hilbert—Samuel. Cependant, dans 1’article présent, on choisit de généraliser
le probleme dans le cadre des systemes linéaires gradués munis des structures de métriques
et puis ramener le probléme a la fibre générique de la variété (arithmetique ou fibrée sur
une courbe) afin de réduire la dimension. Il est une question délicate de comparer les ter-
mes d’erreur obtenus par ces méthodes différentes car la liaison entre les deux approches
est encore obscure, mais il n’est pas exclu qu’une combinaison astucieuse de ces méthodes
conduira a une majoration de la fonction de Hilbert—-Samuel géométrique ou arithmétique,
ou le terme d’erreur ne dépend que du volume du fibré inversible et le produit d’intersection
positif du fibré inversible avec le fibré canonique.

L’article est organisé comme la suite. Dans le deuxieme paragraphe, on établit un lien entre
la valeur maximale du polygone de Harder—Narasimhan d’un fibré vectoriel sur une courbe
avec la dimension de I’espace vectoriel des sections globales du fibré vectoriel. Cette com-
paraison sera utile plus loin dans la majoration de la fonction de Hilbert—Samuel géométrique.
Le troisieme paragraphe est consacré a un rappel de la notion de pente maximale asympto-
tique pour les systemes linéaires gradués. C’est un invariant birationnel qui interviendra dans
le terme d’erreur de la majoration. Dans le quatrieme paragraphe, on propose une nouvelle
notion: tour de fibrations sur courbes, ou on considere une variété projective comme des
fibrations successives sur les courbes projectives régulieres sur des corps de plus en plus
gros. C’est un outil essentiel pour la majoration de la fonction de Hilbert—Samuel. En util-
isant cet outil et la R-filtration de Harder—Narasimhan, on établit la majoration explicite de
la fonction de Hilbert—Samuel géométrique dans le cinquieme paragraphe, sous condition
que le corps de base est de caractéristique zéro. Le siximéme paragraphe est consacré a
un rappel sur la notion de fibré vectoriel adélique sur un corps de nombres, et la filtration
par minima absolus. On obtient dans le septieme paragraphe la majoration explicite de la
fonction de Hilbert—Samuel arithmétique. Enfin, dans le dernier paragraphe, on démontre
la majoration de la fonction de Hilbert—Samuel géométrique dans la cas de caractéristique
strictement positif, en utilisant la méthode arithmétique en considérant la R-filtration par
minima.
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2 Degré positif d’un fibré vectoriel

Soient k un corps et C une courbe réguliere qui est projective sur Spec k. Rappelons que la
formule de Riemann—Roch montre que, pour tout fibré vectoriel E sur C, on a

h°(E) — h'(E) = deg(E) +rg(E)(1 — g), A3)

ot h%(E) et h! (E) sont respectivement la dimension sur le corps k des espaces de cohomolo-
gie HO(X, E) et H'(X, E), et g désigne le genre de C relativement 2 k, qui est égale 2 la
dimension de HO(C, wc k) sur k, wci étant le fibré canonique sur C. Le nombre deg(E)
figurant dans (3) est défini comme le degré de la classe d’intersection ¢; (E)N[C]. En utilisant
cette formule, on peut relier 4°(E) 2 la valeur maximale du polygone de Harder—Narasimhan
de E.

Etant donné un fibré vectoriel non-nul E sur C, la pente de E est définie comme le quotient
du degré de E par son rang, notée comme i (E). Le fibré vectoriel E est dit semi-stable si
chaque sous-fibré vectoriel non-nul de £ admet une pente < @ (E). Si E est un fibré vectoriel
non-nul qui n’est pas nécessairement semi-stable, il existe un unique sous-fibré vectoriel Egeg
de E qui vérifie les conditions suivantes

(a) pour tout sous-fibré vectoriel non-nul F de E, on a u(F) < u(Eges);
(b) si F est un sous-fibré vectoriel non-nul de E tel que (1 (F) = p(Eges), alors F C Eges.

Le sous-fibré vectoriel Egcs est appelé le sous-fibré déstabilisant de E. Sa pente est appelée
la pente maximale de E, notée comme pumax (E).

La condition (b) plus haut implique que le quotient E/Eges est sans torsion, donc est
un fibré vectoriel sur C. Ainsi on peut construire par récurrence un drapeau en sous-fibrés
vectoriels de E:

O=EyCEIC--CE,=E

telque E;/E;_1 = (E/E;i_1)des pour touti € {1, ..., n}. Ce drapeau est appelé le drapeau
de Harder—Narasimhan de E. Chaque sous-quotient E; /E;_1 est un fibré vectoriel semi-
stable sur C. En outre, si on désigne par «; la pente du sous-quotient E;/E;_1, alors les
inégalités oy > - -+ > v, sont vérifiées. Il s’avere que le drapeau de Harder—Narasimhan est
le seul drapeau de sous-fibrés vectoriels de E tel que les sous-quotients soient semi-stables
et de pentes strictement décroissantes (cf. [25, théoreme 1.3.4] pour une démonstration). La
derniere pente «, est appelée la pente minimale de E, notée comme fimin (E). C’est aussi
la valeur minimale des pentes des fibrés vectoriels quotients de E. En particulier, les pentes
maximale et minimale sont reliées par la formule de dualité suivante: pour tout fibré vectoriel
non-nul £ sur C, on a

tmax (E) + fmin(EY) = 0.

On désigne par Pg lafonction concave et affine par morceau définie sur ’intervalle [0, rg(E)],
qui est affine sur chaque intervalle [rg(E;_1), rg(E;)] et de pente «; . Rappelons que le graphe
de Pg s’identifie au bord supérieur de I’enveloppe convexe de 1’ensemble des points de la
forme (rg(F), deg(F)) € R?, ol F parcourt I’ensemble des sous-fibrés vectoriels de E. La
fonction Pg est appelée le polygone de Harder—Narasimhan de E.

Définition 2.1 Soit E un fibré vectoriel non-nul sur la courbe projective C. On désigne par
deg, (E) la valeur maximale de la fonction Pg sur I’intervalle [0, rg(E)], appelée le degré
positif of E. On voit aussitot de la définition que, si la pente minimale de E est positive,
alors deg , (E) s’identifie au degré de E. On convient que le degré positif du fibré vectoriel
nul est zéro.

@ Springer



Majorations explicites des fonctions de Hilbert—Samuel

Lemme 2.2 Soient C une courbe réguliére qui est projective et de genre g sur un corps k,
et E un fibré vectoriel non-nul sur C.

(@) Si pmax(E) < 0, alors hi°(E) = 0.
(b) Si umin(E) > 2g — 2, alors h(E) = deg(E) +rg(E)(1 — g).
(©) Si pimin(E) > 0, alors |h°(E) — deg(E)| < rg(E)|g — 1].

Démonstration (a) Supposons que E possede une section globale non-nul. Elle correspond
a un homomorphisme non-nul de O¢ vers E. Donc on a

0= u(Oc) < max(E).

(b) D’apres la formule de Riemann—Roch (3) et1a dualité de Serre h(E) = h°(EY Qwc /k)s
ol wc/k est le fibré canonique sur C, on obtient

h(E) — h°(EY ® oc/k) = deg(E) +rg(E)(1 — ).
Comme
Mmax(Ev ® wcyk) = Mmax(Ev) =+ deg(wC/k) =2¢—2— umin(E),

si Umin(E) > 2g — 2, alors on a umax(EY ® wcyx) < 0. Donc hW(EY ® wc) =0
compte tenu de (a). Par conséquent, 1’égalité hW(E) = deg(E) — rg(E)(1 — g) est
vérifiée.

(c) D’apres (b), I'inégalité est vérifiée lorsque ¢ < 1. Dans la suite, on suppose g > 2.
Comme fiin(E) > 0, 0n a pmin(E ® oc/k) = min(E) +2g —2 > 2g — 2. D’apres
(b), on obtient

h(E ® oc)r) = deg(E ® ocyi) +1e(E)(1 — g) = deg(E) +rg(E)(g — 1).
Comme ho(wc/k) > 0,ona
RO (E) < h°(E ® wejr) < deg(E) +1g(E)(g — 1).

Enoutre, d’apres la formule de Riemann—Roch (3),ona hO(E) > deg(E)+rg(E)(1—g).
Donc I’inégalité est démontrée.
]

Lemme 2.3 Soient C une courbe réguli¢re qui est projective sur un corps k, et E un fibré
vectoriel non-nul sur C. Si E est semi-stable et de pente 0, alors hO(E) < rg(E).

Démonstration On peut supposer que E posseéde une section globale non-nulle, sinon le
résultat est trivial. Cette section globale définit un homomorphisme non-nul de O¢ vers E.
Comme E est semi-stable de pente 0, le faisceau quotient E/O¢ est ou bien nul, ou bien
un fibré vectoriel semi-stable de pente 0. De plus, la suite exacte longue de groupes de
cohomologie associée a la suite exacte courte 0 - Oc — E — E/Oc¢ — 0 montre que

h(E) < h%(Oc) + h°(E/O¢) = h*(E/O¢) + 1.
Par récurrence sur le rang de E, on obtient le résultat. O

Théoreme 2.4 Soient C une courbe réguliére qui est projective et de genre g sur un corps
k, et E un fibré vectoriel non-nul sur C. On a

|h°(E) — deg, (E)| < rg(E) max(g — 1, 1). “
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Démonstration Soit
O=ECEC---CE,=E

le drapeau de Harder—Narasimhande E. Pourtouti € {1, ..., n},soite; lapentede E; /E;_.
Soit j le plus grand indice tel que a; > 0. Si un tel indice n’existe pas, on note j = 0
par convention. On a deg, (E) = deg(E;) par définition. En outre, comme E/E; est ou
bien nul ou bien de pente maximale strictement négative, on a h°(E/E j) = 0 et donc
h°(E) = h°(E;). Si j = 0, alors on a h%(E) = 0 = deg, (E) et I'inégalité devient triviale.
Dans la suite, on suppose j € {1, ..., n}.

On traite d’abord le cas ot g > 1. Si oj = umin(E;) > 0, d’apres le lemme 2.2.(c), on
obtient

|h°(E) — deg, (E)| = |h°(E;) — deg(E;)| < rg(Ej)(g — 1),

quiimplique (4). Il restelecasouj = 0. Dans ce cas-1a Ej /E ;1 estun fibré vectoriel semi-
stable de pente 0. D’apres le lemme 2.3 on a hO(Ej/Ej_l) < 1g(Ej/E;—1), qui implique
que

hO(Ej-1) < h*(E) = h%(E;) < h°(Ej—1) + h*(E;/Ej-1)

< hY(Ej_1) +1e(E;/Ej-1).
En outre, on a deg, (E) = deg(E;_1). Le fibré vectoriel E;_; est ou bien nul, ou bien

de pente minimale > 0. D’apres le lemme 2.2.(c) on obtient (I’inégalité est triviale lorsque
Eji1=0)

IWO(E;_1) — deg, (E)| = [h°(E;j_1) — deg(E;—1)| < rg(Ej—1)(g — 1).

Si on combine cette inégalité avec (5), on obtient (4).

Dans la suite, on suppose que g = 0. Comme o; = umin(E;) > 0 > 2g — 2, d’apres
le lemme 2.2.(b) on obtient hO(Ej) —deg(E;) =rg(£;). Comme on a hO(E.,-) = hO(E) et
deg(E;) = deg, (E), le résultat est aussi vrai dans ce cas-la. ]

(&)

A I’aide de R-filtration de Harder—Narasimhan introduite dans [13], on peut interpréter la
fonction deg, (.) comme une intégrale. Soit £ un fibré vectoriel non-nul sur C. On suppose
que son drapeau de Harder—Narasimhan est

O=EyCEIC---CE,=E.

Pour touti € {1, ..., n}, soit ; la pente du sous-quotient E;/E;_;. On définit une famille
(F'E);cr de sous-fibrés vectoriels de E comme

FIE=E;sio;>1t>aw_1,

oll par convention ag = +00 et a1 = —00. Pour tout nombre réel 7, on désigne par ' E
le sous-fibré vectoriel Y, 7' E de E et on définit sq’ (E) le quotient 7' E /F' E, appelé
le sous-quotient d’indice ¢ de la filtration F. D’apres la définition du drapeau de Harder—
Narasimhan, on obtient que chaque sous-quotient sq’ (E) est ou bien le fibré vectoriel nul,
ou bien un fibré vectoriel semi-stable de pente ¢. En outre, I'unicité du drapeau de Harder—
Narasimhan que I’on a mentionnée dans la page 9 conduit au critere suivant de la R-filtration
de Harder—Narasimhan.

Proposition 2.5 Soit E un fibré vectoriel non-nul sur C et (G' E),cr une R-filtration décrois-
sante en sous-fibrés vectoriels de E telle que G' E = 0 pour t suffisamment positif, G'E = E
pour t suffisamment négatifet ()0 G'~“E = G'E pour tout t € R. Alors G est la R-filtration
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de Harder—Narasimhan si et seulement si, pour tout t € R, le sous-quotient d’indice t de la
filtration G est ou bien nul, ou bien un fibré vectoriel semi-stable de pente t.

Soit E un fibré vectoriel non-nul sur C. On suppose que son drapeau de Harder—
Narasimhan est

0=EyCE G- CE,=E.

Pour tout i € {1, ..., n}, soit ; la pente du sous-quotient E;/E;_;. On désigne par vg la
mesure de probabilité borélienne sur R définie comme

n

B E) _ 5 rg(Ei/Erp)

vep(dr) = —d -
g(E) & B
Avec cette notation, on peut réécrire deg, (E) comme
400 Mmax (E)
deg, (E) = rg(E)/ tvg(dt) = / rg(F E)dt, 6)
0 0

ou la derniere égalité provient de I’intégration par partie et du fait que F'E = 0 quand
t > Umax(E). Le théoréme 2.4 montre alors que

0 Mmax (E)
h°(E) —/0 rg(F E)dt| < rg(E) max(g — 1, 1). @)

Dans le cas ou le corps de base k est de caractéristique zéro, d’apres un résultat de
Narasimhan et Seshadri [32], le produit tensoriel de deux fibrés vectoriels semi-stables sur
C est encore semi-stable. On renvoie les lecteurs dans [6, §1.1] pour un survol succinct
de différentes approches autour de la semi-stabilité tensorielle dans la littérature. Ce résul-
tat implique que la R-filtration de Harder—Narasimhan du produit tensoriel de deux fibrés
vectoriels s’identifie a la filtration produit.

Proposition 2.6 On suppose que le corps k est de caractéristique zéro. Soient E et F deux
fibrés vectoriels non-nuls sur C. Si t est un nombre réel, alors on a

FUEQF)= Y. FUE)®F(F), ®)
(a,b)eR?
a+b=t

ou F désigne la R-filtration de Harder—Narasimhan.

Démonstration On désigne par G la R-filtration de E ® F telle que G’ (E ® F) soit défini
comme le membre a droite de la formule (8). Notre but est de démontrer que la filtration G
s’identifie a la R-filtration de Harder—Narasimhan de £ ® F'. Pour tout# € R, le sous-quotient
d’indice ¢ de la filtration G s’écrit sous la forme

sqg(E® F) = @) sq“(E) ® sq”(F).
a+b=t

Le fibré vectoriel sq* (E) (resp. sqb (F)) est ou bien nul, ou bien semi-stable de pente a (resp.
b). D’apres le résultat de Narasimhan et Seshadri, le produit tensoriel sq* (E) ® sqb (F)estun
fibré vectoriel nul ou semi-stable de pente a +b. Cela montre que le sous-quotient sq'g (EQF)
est nul ou semi-stable de pente . D’apres la proposition 2.5, on obtient que la filtration G est
la R-filtration de Harder—Narasimhan de E. O
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Corollaire 2.7 On suppose que le corps k est de caractéristique zéro. Soit E, = @n>0 E,
une Oc-algebre graduée. On suppose que chaque composante homogéne E, est un fibré
vectoriel sur C. Alors la R-filtration de Harder—Narasimhan est compatible a la structure de
Oc-algebre de E,. Autrement dit, pour tout couple d’entiers (n, m) € N2 et tout (a, b) € R?,
ona

(FEp) - (FPEn) C F P E . ©9)

Démonstration Par définition (F*E,)- (FPE,,) est I’image canonique de (F*E,,) ® (F' bEn)
par ’homomorphisme ¢, , : E, ® E,, — E,1, de la structure de Oc-algebre de E,. La
proposition précédente montre que (F*E,) ® (F bE,,) est contenu dans F4T?(E, @ E,,).
En outre, d’apres [13, proposition 2.2.4], tout homomorphisme de fibrés vectoriels sur C
préserve les R-filtrations de Harder—Narasimhan. En particulier, on a

Pn,m (fa+b(En ® En)) C ~7:a+b(En+m)v

d’ou le résultat. O

3 Pente maximale asymptotique

Soient C une courbe réguliere qui est projective sur un corps k, et 7 : X — C un morphisme
projectif et plat d’un schéma integre X vers C. On s’intéresse a des invariants birationnels
de faisceaux inversibles sur X. Rappelons que le volume d’un faisceau inversible L sur X est
défini comme
. rg, HO(X, L®")
vol(L) := lim sup

n—+00 ndim(X)/dim(X)!' (10)

On dit que le faisceau inversible L est gros si son volume est strictement positif. La fonction
volume est un invariant birationnel (cf. [28, proposition 2.2.43]): si p : X’ — X est un k-
morphisme projectif birationnel d’un k-schéma intégre X’ vers X, alors on a vol(p*(L)) =
vol(L). En outre, le faisceau inversible L est gros si et seulement si une puissance tensorielle
de L peut &tre décomposée en le produit tensoriel d’un faisceau inversible ample et un faisceau
inversible effectif (i.e. qui possede au moins une section globale non-nulle). On renvoie les
lecteurs dans [28, corollaire 2.2.7] pour une démonstration. Ce critere montre en particulier
que les faisceaux inversibles gros forment un cone ouvert dans le groupe de Picard de X: si
L est un faisceau inversible gros et si M est un faisceau inversible quelconque sur X, alors
pour tout entier n assez positif, le produit tensoriel L®" ® M est un faisceau inversible gros.

Soit K le corps des fonctions rationnelles sur la courbe C. On désigne parn : Spec K — C
le point générique de C. Soit L un faisceau inversible sur X tel que L, soit gros. Dans [13,
théoréme 4.3.6], il est démontré que la suite (umax (7T*(L®”))/n)n21 converge dans R. On
désigne par u7 .. (L) la limite de cette suite, appelée la pente maximale asymptotique de L
relativement a 7. Par définition, on a u%, (L®") = nuT, (L) pour tout entier n > 1. En
outre, si M est un faisceau inversible sur C, alors on a (cf. [13, proposition 4.3.8])

Pinax (L @ T (M) = pufiay (L) + deg(M). D

Lemme 3.1 Soit E un fibré vectoriel non-nul sur la courbe C. Si ptmax(E) > |g — 1|, o1t g
est le genre de C relativement a k, alors on a ho(E) > 0.

Démonstration Soit Egeg le sous-fibré déstabilisant du fibré vectoriel E. On a pumin (Edes) =
U(Eges) = max (E) > 0. D’apres le lemme 2.2 (c), on obtient
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RO(E) = h°(Eqes) > 18(Edes) itmax (E) — 18(Edes)|g — 11,

d’ou le résultat. ]

Remarque 3.2 Soit L un faisceau inversible sur X dont la restriction a la fibre générique est
gros. Le lemme précédent montre que, si ., (L) > 0, alors pour tout entier n suffisamment
positif, le faisceau inversible L®" est effectif. En effet, d’apres la définition de 7, (L), la
pente maximale de pmax (77 (L®")) croit linéairement par rapport a n lorsque n tend vers
I’infini. Elle dépasse |g — 1| lorsque n est assez positif.

Proposition 3.3 Soit L un faisceau inversible sur X. Alors L est gros si et seulement si Ly
est gros et u . (L) > 0.

Démonstration “=="":Soit L un faisceau inversible gros sur X . D’apres le critere de grosseur
que I’on a mentionné plus haut dans la page 14, il existe un entier n > 1, un faisceau inversible
ample A et un faisceau inversible effectif L’ sur X tels que L®" = A ® L’. La restriction de
cette formule a la fibre générique de X donne une décomposition de L%@” en produit tensoriel
d’un faisceau inversible ample et un faisceau inversible effectif. Cela montre que L, est gros.

Comme L est un faisceau inversible gros, pour tout entier n assez positif, L®" pos-
seéde au moins une section globale non-nulle (cf. la remarque 3.2). Par conséquent, on a
HUmax (7T (L®™)) > 0 pour tout entier n assez positif. On en déduit u%,. (L) > 0. Soit M un
faisceau inversible sur C tel que deg(M) > 0. Comme L est gros, il existe un entier n > 1
tel que L®" @ w*(M") soit gros. On a alors u7%, (L®" @ 7*(M")) > 0. D’apres (11), cela
implique que

nul (L) > deg(M) > 0,

d’ou uZ, (L) > 0.

“«<=": On suppose que L est un faisceau inversible sur X dont la restriction a la fibre
générique est gros et tel que uf, (L) > 0. On fixe un faisceau inversible ample A sur X.
Comme L, est supposé étre gros, il existe un entier d > 1 tel que L?d ® AZ possede une
section globale non-nulle s. La section s se reléve en une section rationnelle de L®¢ @ AY
dont le diviseur est effectif a un diviseur vertical pres. Il existe alors un faisceau inversible
ample M sur C tel que s se prolonge en une section globale non-nulle de L®? @ AV @ v*(M).
En outre, comme u],. (L) > 0, il existe un entier n > 1 tel que

Himax (LE" @ (M) = nuf, (L) — deg(M) > 0.

D’apres le lemme précédent (voir aussi la remarque qui le suit), il existe alors un entier m > 1
tel que L& @ w*(MY)®" soit effectif. On en déduit que le faisceau inversible

admet une section globale non-nulle. Cela montre que L est un faisceau inversible gros. 0O

Corollaire 3.4 La pente maximale asymptotique est un invariant birationnel pour les fais-
ceaux inversibles L sur X dont les restrictions a la fibre générique X, sont gros.

Démonstration Soit M un faisceau inversible ample sur C. On affirme que, pour tout faisceau
. . .. N zo 2.t T
inversible L sur X dont la restriction a la fibre générique est gros, la valeur uZ, (L) est
égale a

deg(M
p {&() ‘ (n,m) € N&,, L @ m*(M")®" est gros}.
m =
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En effet, d’aprés la proposition précédente, L& ® m*(M")®" est gros si et seulement si
Pinax (LE" @ 7T (MY)") = mpuy (L) — ndeg(M) > 0,

ou de facon équivalente, ujl . (L) > (n/m)deg(M). Comme la fonction volume est un
invariant birationnel, on obtient que, pour tout morphisme projectif et birationnel p : X’ —
X, le faisceau inversible L& @ *(M")®" est gros si et seulement si

p*(L®m ® n*(Mv)®") ~ p*(L®m) ® (n’p)*(Mv)®n
Pest. D’ot uf, (L) = T (p*L). o

Définition 3.5 Soient X un schéma projectif et intégre sur Spec k et L un faisceau inversible
grossur X. Soit V, = @n>0 V, unsystéme linéaire gradué de L (i.e. une sous-algeébre graduée
de EB@() HO(X, L®")). On dit que V, contient un diviseur ample (cf.la condition (C) dans
[29, définition 2.9]) si V,, # {0} pour n assez positif et s’il existe un faisceau inversible ample
A sur X, un entier p > 1 et une section globale non-nulle s de L®” ® A" tels que, pour tout
n € N, on ait

Im( HO(X, A®n) i> HO(X, L®np)) C Vnp~

Cette condition est aussi équivalente a V,, 7# {0} pour n assez positif et 1’existence d’un
faisceau inversible gros M sur X, un entier p > 1 et une section globale non-nulle s de
L® @ MY tels que V, contienne le systtme linéaire gradué total de M via la section s,
c’est-a-dire

VneN, Im( HO(X, M®n) i> HO(X, L®np)) C Vnp-

En effet, pour tout faisceau inversible gros M sur X, il existe une puissance de M qui peut
s’écrire comme le produit tensoriel d’un faisceau inversible ample et un faisceau inversible
effectif (voir [28] corollaire 2.2.7).

Dans le casou V, = @n>0 HO(X, L®") est le systeme gradué total, la condition comme
ci-dessus est équivalente a la grosseur du faisceau inversible L. La proposition suivante montre
que, similaire a la grosseur, la condition “contenir un disivseur ample” est une propriété
préservée par passage aux modificiations birationnelles.

Proposition 3.6 Soient X un schéma projectif et intégre sur Spec k, V, un systeme linéaire
gradué d’un Ox -module inversible L, etv : X' — X un k-morphisme projectif et birationnel.
On suppose que V, contient un diviseur ample. Alors la k-algebre graduée V,, vue comme
un systeme linéaire gradué de v* (L), contient aussi un diviseur ample.

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer que V, est le systeme linéaire
gradué total @n20 HO(X, L®"). Soit ¢ : Ox — v«(Ox) le morphisme de faisceaux
d’anneaux défini par le morphisme de schémas v : X’ — X. C’est un homomorphisme
injectif de Ox-modules. On désigne par Q le Ox-module quotient v, (Ox’)/Ox induit par
¢. Comme v est un morphisme birationnel, on obtient que le support du faisceau cohérent
Q est contenu dans un sous-schéma fermé Z de X, c’est-a-dire que le faisceau Q est
naturellement muni d’une structure de Oz-module cohérent. Soit / un faisceau d’idéaux
inversible sur X qui définit un sous-schéma fermé contenant Z. Pour tout entier n > 1, on
a v (V*(I®") = 1, (Ox) ®p, I®". Donc 'image canonique de v, (v*(I®")) dans Q est
nul. Cela montre que v, (v*(I®")) est en fait un faisceau d’idéaux de @y. Comme L est un

@ Springer



Majorations explicites des fonctions de Hilbert—Samuel

faisceau inversible gros, il en est de méme de v*(L) (voir [28] proposition 2.2.43). Il existe
donc un entier p > 1 tel que v* (1) ® v*(L®?) soit gros. En outre, pour tout entier n > 1 on a

v (VF(I®") @ V(L") = (1, (Oxr) ®oy 18" ® LOP"

qui est en fait un sous-faisceau inversible de L®P". On en déduit que le systéme linéaire
gradué total de v¥ (1) ® v*(L®P) est contenu dans EBn>0 HO(X, L®"). La démonstration est
donc achevée. O

Dans la suite, on généralise la construction de pente maximale asymptotique aux systeémes
gradués en fibrés vectoriels. Soit L un faisceau inversible sur X. On entend par systeme
gradué en fibrés vectoriels de L toute sous-Oc¢-algebre graduée de EB@O 7. (L®"). Si E,
est un systeme gradué en fibrés vectoriels de L, alors sa fibre générique E,  := @n>0 Ey, y
est un systeme linéaire gradué de L,,. Si la fibre générique de E, contient un diviseur ample,
alors la suite de pentes maximales normalisée (pimax(E;)/n),>1 converge dans R (cf. [13,
théoréme 4.3.1]). On désigne par ,uigx (E,) salimite. Pour tout entier n > 0, le fibré vectoriel
E, est un sous-fibré vectoriel de 7, (L®"). On obtient donc ptmax (En) < fmax (T (LE™M)).
Cela implique que ueY (E,) < wrax (L).

Remarque 3.7 Comme la fibre générique de E, est un anneau integre, on obtient du corol-
laire 2.7 que, dans le cas ou le corps k est de caractéristique O, si E, et E,, sont non-nuls,
alors on a2

Mmax (Entm) 2 max (En) 4 ttmax (Ep).
Cela montre que Mamszx(E.) > Umax(En)/n des que E, est non-nul (n > 1).

Soient L un faisceau inversible sur X et E, un systeme gradué en fibrés vectoriels de L.
On définit le volume de E, comme

hO(E,)

vol(E,) :=limsup ———————.
(E.) = i Sup )/ dim (X!

Lorsque E, est le systeme gradué total @,120 7. (L®"), son volume s’identifie au volume de
L.

Soit V, un systeme linéaire gradué d’un faisceau inversible L sur X, qui contient un
diviseur ample. Rappelons que le volume de V, est défini comme

vol(V,) = lim sup (}m:)i%
n——4oo N /(dim X)!
Pour tout entier n > 0, on désigne par V), x le sous-K-espace vectoriel de H O(X,,, L‘f?")
engendré par I’'image canonique V,,. Il s’avere que, si V, continent un diviseur ample, alors
Vok = @D,>0 Va,k est un systeme linéaire gradué de L, qui contient un diviseur ample.
Dans le théoréme suivant, on construit un systeme gradué en fibrés vectoriels E, tel que E,
coincide a V, g et que vol(E,) = vol(V,).

Théoreme 3.8 Soit V, un systéme linéaire gradué de L qui contient un diviseur ample.
Pour tout entier n > 0, soit E, le sous-Oc-module de (L") engendré3 par V,. Alors

2 En effet, I’homomorphisme naturel de E; des ® Epy des Vers Epn+m est non-nul. En outre, le corollaire 2.7
montre que Ej des ® Epy des €t semi-stable de pente tmax (En) + tmax (Em). On obtient donc 1'inégalité
souhaitée.

3 Cest-a-dire que Ej; est I'image de ’homomorphisme ¢*(V;) — 4 (L®") induit par 'inclusion V,, —
HOX, L®") = @« (T4 (L®™)) via I’adjonction entre les foncteurs gy et ¢*, ol ¢ : C — Spec k désigne le
morphisme structurel.
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E, = @n>0 E, est un systeme gradué en fibrés vectoriels de L, dont la fibre générique
contient un diviseur ample. De plus, on a vol(E,) = vol(V,).

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer X normal. En effet, par passage
2 la normalisation v : X — X , on peut considérer V, comme un systéme linéaire gradué de
v*(L), qui contient un diviseur ample (voir la proposition 3.6).

On désigne par ¢ : C — Spec k le morphisme structurel. Par définition E, est I'image
de I’homomorphisme de O¢-algebre graduée P,,~ o ¢* (Vi) — D,>¢ 7, (L®"). Donc il est
une sous-Oc-algebre graduée de @,120 . (L®"),1i.e., un systetme gradué en fibrés vectoriels
de L. En outre, il existe un entier p > 1 et un faisceau inversible ample A sur X tels que le
faisceau inversible L®” ® AV posséde une section globale non-nulle s vérifiant

ImEO(X, A®") — = HO(X, LO)) C Vi (12)

pour tout entier n > 1. Comme A est ample, pour tout entier m suffisamment positif, le
K -espace vectoriel HO(X o, A;?m) (ol 7 est le point générique de C) est engendré* par
HO(X, A®™). Quitte a remplacer A par I’une de ses puissances tensorielles, on peut supposer
que cette propriété est vérifiée pour tout entier m > 1. On déduit alors de la relation (12) que

.s”
Im(H°(X,, A®") — > HO(X,, L2")) C Enpk-

Cela montre que le systeme linéaire gradué E, , contient un diviseur ample.

Comme le systeme linéaire gradué V, contient un diviseur ample, on obtient que, pour
tout entier n assez positif, I’application rationnelle de X vers P(V,,) défini par le systeme
linéaire est birationnel. Si p > 1 est un entier, on désigne par u), : X, — X I’éclatement de
X le long du lieu de base de V), défini comme

X, = Proj @((pﬂ)*(Sym"(Vp)) — LO®W
n=0

Soient en outre j, : X, — P(V),) le morphisme canonique et L, le tire en arricre du faisceau
universel Oy, (1) a X,. Il existe alors N € N tel que j, définisse un morphisme birationnel
entre X, et son image dans P(V,,) dés que p > N. Soit p un tel entier. Considérons les
homomorphismes de k-espaces vectoriels comme ci-dessous

Sym" (V) — H(j,(X ), Oy, (n)) — HO(Xp, L§") —— H(X,, u} (LE"P)).

Le premier homomorphisme est surjectif pour n assez positif car on peut identifier Sym” (V)
a HO(]P’(VP), OVp (n)). Le deuxiéme homomorphisme est injectif car j, : X, — jp(X))

~ %

est un morphisme birationnel et L%” = j,Ov,(n). Le dernier homomorphisme est défini

comme la multiplication par la ieme puissance de la section qui détermine le diviseur
exceptionnel de I'éclatement u, : X, — X, donc est aussi injectif. Si on identifie
HO(Xp, wh(L®"P)) a HO(X, L®"P) (on peut faire ¢a car le schéma X est supposé étre
normal, cf. [22, corollaire 4.3.12]), I'image de I’homomorphisme composé s’identifie a
Im(Sym?”V,, — V,,). En outre, comme le morphisme j, : X, — j,(X) est birationnel,

4 Cela provient d’un analogue dans le cadre de corps de fonction du corollaire 4.8 de [44]. On peut suivre
la stratégie de loc. cit.. La démonstration est plus simple car les places archimédienne ne se manifestent pas
dans le probleme.
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on a vol(Lp) = vol(Oy, (n)],(x,)). Cela montre que le volume du faisceau inversible L
est égale a celui du systeme linéaire gradué

V.“’J = EBIm(Sym”(Vp) — Vip).
n=0
Soit E.[p] = @n>0 Im(Sym"(E,) — E,p). C’est un systeme gradué en fibrés vectoriels de
L®P . Pour tout entier n assez positif, on a E,[,p ] C (ru p)*(Lf?”). On obtient alors

vol(VIPly  vol(L,) _ vol(E!P))
pdim(X) = pdm(X) = " pdim(X)

vol(V,) >

D’apres le théoreme d’approximation de Fujita pour les systémes linéaires gradués en fibrés
adéliques (qui sont plus généraux que les fibrés vectoriels, cf. [8, théoreme 2.9]), on a

vol(EYPh
p;i pam(0 = Vol(E.).
On obtient donc vol(V,) > vol(E.). Enfin, comme V, ¢ H%(C, E,) pour tout n € N, on
obtient vol(V,) < vol(E,). La démonstration est donc achevée. ]

Définition 3.9 Soient X un schéma intégre projectif sur k et L un faisceau inversible gros
sur X. Soit V, un systeme linéaire gradué de L qui contient un diviseur ample. Pour tout
entier n > 0, soit ,.(V,) le sous-Oc-module de 7, (L®") engendré par V,,. On désigne
par . (V,) le systeme gradué en fibrés vectoriels @n>0 (V) et par w7, (V,) la quantité

o (T (VL)), appelée la pente maximale asymptotique de V, relativement a 7.

Remarque 3.10 Soient L et M deux faisceau inversibles gros sur X, et V, et W, des systemes
linéaires gradués de L et M respectivement. On suppose que V, et W, contiennent des
diviseurs amples. S’il existe une section non-nulle s de LY ® M telle que

Vi1, Im(V, == HO(X, M®")) C W,

on dit que V, est contenu dans W, (via la section s). Il s’avere que la multiplication
par s définit aussi un homomorphisme injectif de . (V,) vers m,.(W,). On obtient donc
Mmax (Vi) < max(Wy), qui implique la relation pf, (V,) < ul,,(W,). Similairement, on
avol(V,) < vol(W,).

4 Tour de fibrations sur courbes

Soient k£ un corps et X un schéma projectif et integre de dimension d + 1 sur Spec k, ou
d est un entier, d > 0. Par tour de fibrations sur courbes de X, on entend toute donnée
(pi : Xi = CH_yon

(a) lorsque d = 0, Cy et X sont tous les deux la normalisation du schéma X et pg : X¢g —
Cy est le morphisme d’identité,

(b) lorsque d > 1, Cq est une courbe réguliere qui est projective sur Spec k, Xg = X et pg
est un k-morphisme projectif et plat® de X vers Co,

S Icila platitude est équivalente a la surjectivité du morphisme, cf. [30, proposition 4.3.9].
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(c) de fagon récursive, pour touti € {1, ...,d — 1}, C; est une courbe réguliére qui est pro-
jective sur le corps R(C;_1) des fonctions rationnelles sur C;_1, X; est la fibre générique
de p;—1 et p; : X; — C; est un morphisme projectif et plat de R(C;_1)-schémas (le
schéma X; est encore integre et porte le méme corps des fonctions rationnelles que
Xi_1, qui est égal a celui de X par récurrence),

(d) Cy estlanormalisation de la fibre générique de p;—1 et pg : C4 — Cg estle morphisme
d’identité.

S’il existe au moins un tour de fibrations sur courbes de X, on dit que X admet un tour de
fibrations sur courbes.

Usuellement la notion de fibration désigne un morphisme propre et plat dont les fibres
géométriques sont connexes. Ici la notion de fibration sur une courbe porte un sens plus large
qui contient tous les morphismes projectifs et plats vers la courbe.

Si®=(pi:Xi—> Ci)f:O est un tour de fibrations sur courbes du schéma X, on désigne
par g(®) le vecteur (g(Co/k), ..., 8(Cy/R(Cy—-1))) € N+ on g(Ci/R(C;_1)) estle genre
de la courbe C; relativement a R(C;_1). Le vecteur g(®) est appelé le genre de ©.

Remarque 4.1 Soient X un schéma projectif et integre de dimension d + 1 sur Spec k, ou
d>2S8(pi: Xi —> Ci)flzo est un tour de fibrations sur courbes du k-schéma X, alors
(pj: X; — Cj)‘;:i est un tour de fibrations sur courbes du R(C;_1)-schéma X; pour tout
ief{l,...,d}.

Si le schéma X est normal, alors Cy s’identifie a la fibre générique de p,—1 (cela provient
de la préservation de la cloture intégrale par la localisation).

On entend par modification birationnelle d’un k-schéma projectif et integre X tout mor-
phisme f : X’ — X d’un k-schéma projectif et intégre X’ vers X qui est birationnel
(autrement dit, f induit un isomorphisme entre les corps des fonctions rationnelles de X et
de X"). La proposition suivante montre que ’existence d’un tour de fibrations sur courbes de
genre fixé est une propriété invariante par toute modification birationnelle.

Proposition 4.2 Soit X un schéma projectif et integre de dimension d + 1 sur Spec k. On
suppose que le schéma X admet un tour de fibrations sur courbes de genre (go, ..., g4d)-
Alors, pour toute modification birationnelle f : X' — X, le schéma X' admet aussi un tour
de fibrations sur courbes de méme genre.

Démonstration On suppose que C est une courbe réguliere qui est projective et de genre go
sur Spec k et que po : X — Cp est un k-morphisme projectif et plat. Alors le morphisme
composé fpo est un morphisme projectif et plat de X’ vers Co. De plus, le morphisme
canonique de la fibre générique de fpg vers celle de f est un R(Co)-morphisme projectif et
birationnel, ou R(Cy) désigne le corps des fonctions rationnelles sur Cyp. Par récurrence sur
la dimension de X, on obtient le résultat. O

Soient X un schéma projectif et integre sur Spec k et ® un tour de fibrations sur courbes
du schéma X. La proposition précédente non seulement montre que toute modification
birationnelle admet un tour de fibrations sur courbes de méme genre que celui de ®, sa
démonstration construit effectivement un tel tour de fibrations sur courbes pour toute modi-
fication birationnelle f : X’ — X, que I’on notera comme f*(®). Si © est de la forme
(pi + Xi — C,-)l“l:O, alors le i¢me morphisme dans f*(®) est obtenu comme le com-
posé de p; avec une modification birationnelle de X;. En outre, on peut vérifier que, si
f1: X — Xet f,: X" — X’ sont des modifications birationnelles successives, alors on a

(f1/2)"0 = [ (f70).
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Remarque 4.3 Etant donné un schéma projectif et intégre X sur k, le choix d’un tour ® =
(pi: Xi > C i)?=o de fibrations sur courbes de X définit une chaine

k C R(Cp) C---C R(Cq) = R(X)

de sous-extension de R(X)/k, ol R(X) est le corps des fonctions rationnelles sur X. Chaque
extension consécutive dans la chaine est transcendante de degré de transcendance 1. Récipro-
quement, si on fixe une chaine

k=k_1 CkoC--- Ckys=R(X)

de sous-extensions de R(X)/k de sorte que chaque extension k;/k;_1 est transcendante
de degré de transcendance 1, alors il existe une modification birationnelle X’ de X qui
admet un tour de fibrations sur courbes ® = (p; : le — Ci)f:() tel que k; = R(C;)
quel que soit i € {0, ..., d}. En effet, on peut choisir Co comme la courbe réguliere qui
est projective sur Spec k et telle que R(Cp) = ko. L’inclusion de ko dans R(X) définit une
k-application rationnelle de X vers Cp. Quitte a remplacer X par la fermeture Zariski du
graphe de I’application rationnelle X --» Cp dans X x; Cp, on obtient une modification
birationnelle X de X munie d’un k-morphisme projectif et plat vers Cp. Par un procédé de
récurrence sur la dimension de X, on peut construire une modification birationnelle de X qui
admet un tour de fibrations sur courbes vérifiant les propriétés comme ce que 1’on a décrit
plus haut. En effet, par I’hypothése de récurrence, il existe une modification birationnelle
Y de la fibre générique X ko qui admet un tour de fibrations sur courbes. Comme Y est un
schéma projectif et integre sur le corps des fonctions rationnelles kp = R(C)p), il existe un
k-schéma intégre X’ et un k-morphisme projectif et plat de X’ vers Cy tel que Y s’identifie
a la fibre générique de X’. On peut par exemple fixer une immersion fermée de Y dans un
espace projectif IP’;{\(') sur ko et prendre X’ comme la fermeture Zariski de Y dans ]P’go. Les
schémas X et X’ admettent le méme corps de fonctions rationnelles et donc il existe un
k-schéma projectif et intégre X et deux modifications birationnelles de X vers X et X’
respectivement. D’apres la proposition 4.2, on obtient que X admet un tour de fibrations sur
courbes.

Soit X un schéma projectif et integre de dimension d + 1 sur Spec k. On suppose que
X admet un tour de fibrations sur courbes ® = (p; : X; — Ci);izo. Soient L un faisceau
inversible gros sur X et V, un systéme linéaire gradué de L, qui contient un diviseur ample.
Si d = 0, on désigne par V01®(V.) le volume de V, et par ugax(V.) la pente maximale
asymptotique de V, relativement au morphisme d’identité de la normalisation de X, ou on
considere V, comme un systéme linéaire gradué du tire en arriere du faisceau inversible L
sur la normalisation de X.

Sid > 1, de fagon récursive, on désigne par vol® (V,) le vecteur

(vol(V.), vol® (pox(V.)yy)),

o ® = (p; : X; —> C,-)f’zl (qui est un tour de fibrations sur courbes de X1), no est le
point générique de la courbe Co et po«(V.)y, est la fibre générique de po+(V.,), qui est un
systeme linéaire gradué du tire en arriere de L sur X, contenant un diviseur ample. De fagon
similaire, on désigne par ,ugax V) le vecteur®

(129 (V). i (POx (Vo))

6 ¢f. la définition 3.9 pour la construction de ;ngx(V.).
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Si f: X’ — X est une modification birationnelle du schéma X, alors on a
Vol O (V) =vol®(V) et pfnl(V.) = uu (V2),
ol on considére V, comme un systeme linéaire gradué de f*(L).

Remarque 4.4 Soient X un schéma projectif et integre de dimension d + 1 sur Spec k et
O =(p:Xi—> Ci);izo un tour de fibration sur courbes de X. Soient L est un faisceau
inversible gros sur X et V, un systeme linéaire gradué de L. Soient (v, ..., vg) le vecteur
vol®(V,) et (1o, - - ., 1q) le vecteur Mgax(V,). Alors on a

Vie{0,...,d}, v <vol(L|y,) et w; < phix(Llx,)

En outre, si V, est le systeme linéaire gradué total @n}O H 0(X ,L®") alors on a u; =
uhi (L|x,) pour touti € {0, ..., d}. Cependant, en général I’égalité v; = vol(L|x,) n’est
pas vraie lorsque i > 1. En effet, le systeme gradué en fibrés vectoriels po.(V,) ne tient
compte que la partie positive du systeme gradué total @,@0 Po+(L®™) (qui permet cependant
de retrouver le volume de V,). Les égalités v; = vol(L|x,;) (i € {0,...,d}) sont vérifiées
notamment lorsque L est ample.

5 Estimation explicite de la fonction de Hilbert—-Samuel

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme 1.1 dans le cas ou le corps de base
est de caractéristique zéro. On fixe un corps commutatif k de caractéristique zéro. Soit X un
schéma projectif et integre de dimension d + 1 sur Spec k. On suppose donné un tour de
fibrations sur courbes ® = (p; : X; — Ci)idzo de X. Pour tout systeme linéaire gradué V,
d’un faisceau inversible gros L sur X, on introduit un invariant birationnel £© (V.,), construit
dans la suite. Si d = 0, alors on définit

9 (V.) := max(g(Co/k) — 1, 1).

Lorsque d > 1, on désigne par W, la fibre générique de po.(V,), qui est un systeme linéaire
gradué de L|x, contenant un diviseur ample. Soit en outre ® := (p; : X; — C,-)le, qui
est un tour de fibrations sur courbes de X. Alors I'invariant £¢2(V,) est définie de fagon

récursive comme

vol(W,)
d!

e (V) = poe® W) + ( +&% (W) max(go — 1, 1), (13)
ou o et go sont respectivement les premiéres coordonnées des vecteurs uf?mx(V.) et g(0©).
Théoreme 5.1 Soit X un schéma projectif et intégre sur Spec k qui admet un tour de fibra-
tions sur courbes ® = (p; : X; — Ci)fzo, et L un faisceau inversible sur X, ou k est un

corps de caractéristique zéro. Si V, = EBn>0 Vi est un systeme linéaire gradué de L, qui
contient un diviseur ample, alors on a

+ 9. (14)

De plus, si V, est contenu dans un autre systeme linéaire gradué V!, alors on a

e9(V,) <e2(V)). (15)
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En outre, pour tout entierm > 1, on a
2 (VM) <m?e® (W), (16)
oit V™ désigne le systeme linéaire gradué @n>0 Vim de L™,

Démonstration L’inégalité (15) découle de la remarque 3.10. Si on désigne par W, la
fibre générique de po.(V,), alors la fibre générique de po*(V.(’")) s’identifie a W.(m). On
a Vol(W.(’")) = m? vol(W,) et ;Lr(?lax(V.(m) ) = m,ur(;)lax(V.). L’inégalité (16) découle donc de
la formule récursive (13) par récurrence sur la dimension de X.

Les invariants figurant a droite de I’'inégalité (14) sont des invariants birationnels. Quitte
a passer a la normalisation de X, on peut supposer que X est un schéma normal. On raisonne
par récurrence sur d. Dans le cas oit d = 0, le schéma X est une courbe réguliere de genre
£(®). Pour tout entier n > 0, soit L,, le sous-Ox-module de L®" engendré par V,,. D’apres le
théoreme 3.8, L, = @n>0 L, estun systéme gradué en fibrés vectoriels de L, qui contient un
diviseur ample et vérifie vol(L,) = vol(V,). En outre, 'homomorphisme L, ® L,,, = L4+
est non-nul deés que L, et L,, sont tous non-nuls. On obtient alors (cf. la remarque 3.7)

deg(Ly) _ - dee(L)
n

n>1 n

vol(V,) = vol(L,) = lim
n

—+00
En particulier, si V] est non-nul, alors
rge (Vi) < h°(Ly) < deg(Ly) + max(g(X) — 1, 1) < vol(V.) + max(g(X) — 1, 1).

Cette inégalité est aussi vraie lorsque rg; (V1) = 0. Le théoreme est donc démontré pour le
casoud = 0.
Traitons maintenant le cas général. Soient

V0, -, va) = Vol?(V.), (10, - -+, ta) = oy (V2) et (8o, .-, ga) = 8(O).

Soient E, := po.(V,) et W, lafibre générique de E,. D apres le théoreme 3.8, E, = @1120 E,
est un systeme gradué en fibrés vectoriels de L dont la fibre générique contient un diviseur
ample et vérifie la relation vol(E,) = vol(V,). Soit n la fibre générique de Cy. Pour tout
nombre réel 7 et tout entier n € N, soit W} := (F"' E,)y, ou F est la R-filtration de Harder—
Narasimhan sur E,,. D’apres le corollaire 2.7, W! = @n>o W/ estun systéme linéaire gradué
de L,. En outre, W! contient un diviseur ample lorsque r < fio, et devient trivial lorsque
t > o (cf. [8, lemme 1.6]), et on a (cf. [8, corollaire 1.13])

Ko
vol(E,) = (d + 1)/ Vol(W_’)dt. a7
0
Si E| est un fibré vectoriel non-nul, d’apres la formule (6) on obtient”
Ho
deg, (Ey) :/ rg(W))de.
0

On applique "hypothese de récurrence 2 W! pour chaque 7 et obtient

1o ryol(W!) o vol(E,) o
deg. (B0 < [ (MR e WD) dr < IS e (W, 19

7 D’apres la remarque 3.7, on a ptmax (E1) < /,L?;gx(E.) = 110. Donc W{ = {0} lorsuge t > wg.
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one =(p:X;i— C,-)le‘ Dans la deuxiéme inégalité, on a utilisé les relations (17) et
(15). Enfin, le théoréme 2.4 montre que

hY(Ey) < deg,, (Ey) + rg(Wy) max(go — 1, 1)
vol(E,)

Q) V1 o/
< g e 4 (G e W0 ) max(go — 1.1,

d!

ou on a appliqué I’hypothése de récurrence a W, dans la deuxieéme inégalité. Comme rg(V7) <
hO(E) et comme vol(E,) = vol(V,), on obtient

vol(V,)
(d+ 1)

U1

rg(Vy) < I

+ 106 Wa) + (5 + 6 (W) ) max(go — 1, 1.

La démonstration est donc achevée, compte tenu de la formule récursive (13) définissant
®

e2(V,). O

Dans la démonstration de 1’inégalité (18), on a seulement utilisé le fait que 1’algebre
graduée W, est filtrée par la R-filtration de Harder—Narasimhan. Ainsi le théoréme se
généralise naturellement dans le cadre de systeme linéaire gradué filtré et conduit au corollaire
suivant qui sera utile plus loin dans I’étude des systemes linéaires gradués arithmétiques.

Corollaire 5.2 Soit X un schéma projectif et integre sur Spec k qui admet un tour de fibra-
tions sur courbes ®. Soient L un faisceau inversible gros sur X et V, un systeme linéaire
gradué de L qui contient un diviseur ample. On suppose que chaque espace vectoriel V,, est
muni d’une R-filtration F de sorte que

(FVa) - (F'Vi) € F 4V, (19)
pour tout (a, b) € R2 et tout (n, m) € N2. Soit en outre

1
)\?;ZX(V.) — sup sup{t | F'Vy # {0}}

n>1 n
Alors on a oo oo .
(v .
/ e (F1 Vi) di < / VOIV) 4, 4 22 (V)eO (v, (20)
0 o dim(X)!

ouV! = @n>0 FM1V,.
Démonstration Pour tout entier n > 1, on note

Amax (V) = sup{t | F'V, # {0}}.

La condition (19) montre que la suite (Amax(Vy))n>1 est sur-additive, d’oll Amax (V) <
nAmax (V.). Par conséquent, pour tout entier n > 1 et tout# > Amax(V.),ona V! = F"V, =
{0}. En outre, d’apres [8, lemme 1.6], pour tout ¢ < Ay (V) le systeme linéaire gradué V!
contient un diviseur ample. On applique le théoreme 5.1 & V! et obtient

vol(V!) o vol(V!) . as
FlV)) € —== VH < —== +9(V), 1 < A5 (V).
rg (F V1) dim(X)! +e7(V,) dim(X)! +e (VL) < Amax (V)
L’intégration de cette inégalité pour ¢ € [0, A (V) conduit & I’inégalité souhaitée. O
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6 Fibrés vectoriels adéliques

Dans ce paragraphe, I’expression K désigne un corps de nombres. Soit Ok la fermeture inté-
grale de Z dans K. On entend par place de K toute classe d’équivalence de valeurs absolues
non-triviales sur K, ou deux valeurs absolues sont dites équivalentes si elles définissent la
méme topologie sur K. On désigne par M 1’ensemble de toutes les places de K. Pour toute
place v de K, on désigne par |.|, une valeur absolue dans la place v qui prolonge soit la
valeur absolue usuelle sur Q, soit I’une des valeurs absolues p-adiques. On désigne par K,
le complété de K par rapport a la valeur absolue |.|,. I s’avere que |.|, s’étend de fagon
unique sur la cloture algébrique K ,. On désigne par C,, le complété de K, qui est a la fois
algébriquement clos et complet. On rappelle que la famille (|.|,)yem, de valeurs absolues
vérifie la formule du produit

Vae KX, > %mmv:o. 1)

veMg

I s’avere que I’ensemble des places de K qui ne prolongent pas co € Mg (représentant la
valeur absolue usuelle de Q) correspond biunivoquement a I’ensemble des points fermés de
Spec Ok.

Soit E un espace vectoriel de rang fini sur K. Sie = (eq, ..., e,) estune base de E, alors
elle définit pour chaque place v € Mk une norme ||.|l¢,, sur £ ® g C, telle que

max{|Ai|y, ..., |Anlv}, siv est non-archimédienne,

Irrer+ -+ Aneullew = [ (21124 -+ 12al2) 12, si v est archimédienne.

Cette norme est invariante sous I’action du groupe de Galois Gal(C,/K,).

Définition 6.1 On appelle fibré vectoriel adélique (cf. [16]) sur Spec K toute donnée E =
(E, (I'llv)vemy ) d’un espace vectoriel de rang fini £ sur K et une famille de normes, ou
II.Il, est une norme sur E ®g C,, qui est invariante sous 1’action du groupe de Galois
Gal(Cy/Ky), et est ultramétrique lorsque v est une place non-archimédienne. On demande
en plus I'existence d’une base e de E telle que ||.||, = ||.|le,» pour toute sauf un nombre fini
de places v € M. Si E est de rang 1 sur K, on dit que E est un fibré inversible adélique. Si,
pour toute place archimédienne v, la norme ||.||,, est hermitienne, on dit que E est hermitien.

Soit L un fibré inversible adélique sur Spec K. On définit le degré d’Arakelov de L comme
deg(L) :=— > [Ky: Qyllns], (22)
veMg

ou s est un élément non-nul de L. D’apres la formule du produit (21), cette définition ne
dépend pas du choix de s. On introduit aussi la version normalisée du degré d’Arakelov
comme

dez,(T) = [d ;g_(g]. (23)

La notion de fibré vectoriel normé (ou hermitien) sur Spec O est aussi largement utilisée
dans la littérature. Rappelons qu’un fibré vectoriel normé sur Spec Ok est la donnée € d’un
Ok -module projectif et de type fini muni d’une famille de normes (||.||y)vemy o, indexée par
I’ensemble des places archimédiennes de K, ou chaque ||.||, est une norme sur £ @, C,,
invariante sous I’action du groupe de Galois Gal(C/K,). Le fibré vectoriel normé £ est dit
hermitien si chaque norme ||.||,, est hermitienne. Etant donné un fibré vectoriel normé & sur
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Spec Ok, on obtient naturellement une structure de fibré vectoriel adélique pour E = &g
(qui est hermitienne lorsque £ est hermitien), ol la norme en une place non-archimédienne p
est induite par la structure de Ok -module de £: 1a boule unité fermée de ||. ||, est £ @y Op,
ou Oy est 'anneau de valuation de Cp,. Réciproquement, un fibré vectoriel adélique sur
Spec K provient nécessairement d’un fibré vectoriel normé sur Spec Ok pourvu que toutes
ses normes indexées par les places non-archimédiennes sont pures.® On renvoie les lecteurs
dans [17, proposition 3.10] pour une démonstration.

6.1 Filtration de Harder—Narasimhan

Soit E = (E, (Jl.llv)ve M) un fibré vectoriel adélique sur Spec K qui est hermitien. Pour
toute place v € Mk, la norme ||.||, sur Ec, induit une norme sur det(Ec,) qui est une
ultranorme (resp. une norme hermitienne) lorsque v est une place ultramétrique (resp. une
place archimédienne), et telle que

,
Vst € EN st A Aselle =[] lsilo.

i=1

otirestlerangde E. Ainsidet(E) := (det E, (. ]lv)ve Mg) delient un fibré inversible iciélique
sur Spec K. On définit le degré d’Arakelov normalisé de E comme celui de det(E), noté
comme deg, (E). Si de plus E est non-nul, on désigne par £(E) le quotient deg,, (E)/ rg(E),
appelé la pente de E. Le formalisme de la théorie de Harder—Narasimhan est encore valable
dans le cadre des fibrés vectoriels adéliques hermitiens. En particulier, il existe un sous-espace
vectoriel Eges de E tel que
ﬁ(m) = ﬁmax(f) ‘= sup ﬁ(f)
0£FCE
et que Eqes contienne tous les sous-espaces vectoriels non-nuls F de E tel que F admet

Pmax (E) comme pente. On renvoie les lecteurs dans [16, §5.1] pour les détails. Similairement
au cas de fibrés vectoriels sur une courbe, on peut construire de fagon récursive un drapeau

O=ECEC---CE,=E

de sous-espaces vectoriels de E de sorte que E;/E;_1 = (E/E;j_1)des pour tout i €
{1,...,n}, ot on a considéré des normes quotients sur E/E;_1. Si on désigne par «; la
pente de E; /E;_1, alors on a

o] >0y > -+ > 0y.

La derniére pente o, est appelée la pente minimale de E, notée comme i,,;,, (E). On désigne
par Pz la fonction concave et affine par morceau définie sur I'intervalle [0, rg(E)], qui est
affine sur chaque intervalle [rg(E;_1), rg(E;)] et de pente «;. Cette fonction est appelée le
polygone de Harder-Narasimhan de E. On désigne par Fyy la R-filtration décroissante sur
E telle que
Fin(E) = D Ei. (24)
1<i<n
<o

Cette filtration est appelée la filtration de Harder—Narasimhan de E.

8 SoitE = (E, (IIlv)yeny ) un fibré vectoriel ad€élique sur Spec K. Pour toute place non-archimédienne p, la
norme ||.||p estdite pure si I'image de sarestriction a £ s’identifie a 1'image de la valeur absolue |.|p : K — R.

@ Springer



Majorations explicites des fonctions de Hilbert—Samuel

Définition 6.2 Soit E un fibré vectoriel adélique hermitien sur Spec K. Soit r le rang de E.
Pourtouti € {1, ..., r}, on désigne par ,ul (E)la pente du polygone de Harder—Narasimhan
Pgsurl’ 1ntervalle [z — 1, 7], appelée la jeme pente de E. En outre, on désigne par degn Jr(E )
la valeur maximale du polygone Pz sur I’intervalle [0, r].

Proposition 6.3 Avec les notation de la définition précédente, on a

deg, ()= Y. W(E)= / rg(Fian (E)) dr. (25)
1<i<r
1 (E) >0

Démonstration Comme la fonction Py est affine sur chaque intervalle [i — 1, 7], on obtient
que

deg,, (E) = Jmex  Pp() = max Z 1 (E).
1<]<l

En outre, comme la fonction Pz est concave, on a ﬁl(f) > >, (E). La premiere
égalité de (25) est donc démontrée.
Soit0 = Eg € E1 € --- € E, = E le drapeau de Harder—Narasimhan de E. Pour tout
Jj €{L,...,n}, soit a; la pente de la fonction Pz sur I'intervalle [rg(E; 1), rg(E;)]. Par la
définition de F{jy, on a
n
dre(Fn(E) = = D (ra(Ej) = rg(Ej-1)8e; = Zaﬂ B
j=1

comme mesures boréliennes sur R, ou §, désigne la mesure de Dirac en x. On obtient alors

+o00
/ rg(Fyn (E)) dt = — / tdrg(Fin(E) = > i(E).
0 (0, +ocl 1<i<r

i (E)=0

[}

Le résultat suivant relie la fonction d/e\gn . (.) au nombre d’éléments effectifs dans un fibré
vectoriel adélique. Pour tout fibré vectoriel adélique E sur Spec K, on désigne par HO (E)
I'ensemble des €léments s € E tels que sup,cy, sl < 1 (un tel élément est appelé
une section effective de E). C’est un ensemble fini. On désigne par iz\O(E) le nombre réel
ln(#ﬁ 0(E)). Rappelons d’abord un résultat de Gillet et Soulé [21, théoreme 2]. Pour tout
entier n > 1, on introduit une constante C (K, n) comme la suite

ndg In(3) +n(r; + ) In(2) + 3 ln |[Ag| —r1In(V(By)n!)
—r2In(V(B2,)(2n)!) + In((dxn))),

ou dg = [K : Q], Ak est le discriminant du corps K, B, désigne la boule unité dans R",
V (.) est la mesure de Lebesgue, et r et r, sont respectivement les nombres des places réelles
et complexes de K. Rappelons que la formule de Sterling

n!~2mn(n/e)" (n — +00)
et la relation

7'["/2

e YR
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montrent que
1
C(K,n) = E[K :Qlnln(n) + O(n), n — +0o00.

Théoréme 6.4 (Gillet-Soulé) Soit E un fibré vectoriel adélique sur Spec K qui provient
d’un fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok. Soit n le rang de E sur K. Alors on a

1(E) =1’ @k /g ® E') — deg(E)| < C(K, n), (26)

oit wk ) est le fibré inversible adélique associé a wo, = Homz(Ok, Z) muni de la famille
de normes (||.llv)vemy o telles que ||trg jqlly = 1 pour tout v € Mk oo.

Le fibré inversible adélique wg,q devrait €tre considéré comme le faisceau dualisant
relative arithmétique de Spec K — Spec Q. Son degré d’ Arakelov est In |Ag|.

Lemme 6.5 Soit E un fibré vectoriel adélique non-nul sur Spec K qui provient d’un fibré
vectoriel hermitien sur Spec Og.

(@) Si iy (E) < 0, alors h°(E) = 0. -
(b) Si Bin(E) > [K : Q1" In|Ag|, alors [°(E) — deg(E)| < C(K, rg(E)).
(©) Si fimin(E) = 0, alors [h°(E) — deg(E)| < In|Ag|1g(E) + C(K, 1g(E)).

Démonstration Pour tout nombre réel 7, on désigne par O(¢) le fibré inversible adélique sur
Spec K dont I’espace vectoriel sous-jacent s’identifie a K et telle que || 1], = 1 pour toute
place non-archimédienne p et que ||1||; = e~! pour toute place archimédienne o. Le degré
d’ Arakelov du fibré inversible adélique O(¢) est alors [K : Q]¢.

(a) On suppose que E posséde une section effective non-nulle, qui définit un homomor-
phisme injectif de O(0) vers E. D’apres I’inégalité de pentes (cf. [16, lemme 6.4]), on
obtient Iy (E) > 0.

(b) Comme fi,,;,(E) > [K : Q" 'In|Ak|,ona

imax @70 ® EY) = deg, (@x/0) + Ama (EY) = [K : Q17 In|Ag| — Bpin(E) < 0.

Par le résultat obtenu dans (a), on obtient ﬁo(m ® fv) = 0. L’inégalité annoncée
provient donc de la formule (26).

(c) Soiente > Ounnombreréeletr = [K : Q]! In |Ag|4+e.Onaalors ﬁmin(E@)O(t)) >
[K:Q] 'In |Ak|. D’apres (b), on obtient

1°(E ® O(1) < deg(E ® O(1)) + C(K,rg(E)) = deg(E) + t 1g(E) + C(K ., 1g(E)).
En outre, comme ¢ > 0, on a 71°(E) < h°(E ® O(t)). On obtient donc
7°(E) — deg(E) < tra(E) + C(K,rg(E)).

De plus, I’inégalité (26) implique que

7Y(E) — deg(E) = i@k ® E') — C(K, rg(E)) > —C(K, 1g(E)).
On obtient alors
[h°(E) — deg(E)| < trg(E) + C(K, 1g(E)).

Comme ¢ est arbitraire, on obtient le résultat souhaité. O
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Théoréme 6.6 Soit E un fibré vectoriel adélique non-nul sur Spec K qui provient d’un fibré
vectoriel hermitien sur Spec Ok. Alors on a

[R°(E) — [K : Qldeg, (E)| < rg(E)In|Ag| + C(K, rg(E)). 27)

Démonstration SoientQ = Eog C E; € --- C E,, = E ledrapeau de Harder—Narasimhan de
E,eta; = ji(E;/E;_1).Soit j le dernierindice dans {1, . }telque aj > 0. Sl un tel indice
n’existe pas, on prend j = 0 par Conventlon Par deﬁnltlon on a degn +(E) = degn(E ). Si
j =0, alors [, (E) =0, et donc 1°(E) = 0. En outre, par convention on adegn+(E) =0.

1negahte (27) est donc tr1v1ale Sij > 0 alors . (E/Ej) = o j—1 < 0. Par consequent
onah® (E/E )=0et donc h° (E) = (E ). En outre, on aumm(E ) =a; > 0,etparle
lemme 6.5.(c), on obtient

[n°(E) — [K : Q]deg, (E)| = [n°(Ej) - [K : Qldeg,, (E))|
<rg(Ej)In|Ag|+ C(K.1g(E))) < rg(E) In|Ag| + C(K, rg(E)).

Le résultat est donc démontré. O

6.2 Filtration par hauteur

Soit E = (E, (II.llv)vemy ) un fibré vectoriel adélique sur Spec K (qui n’est pas néces-
sairement hermitien). Pour tout élément non-nul s de E, on désigne par 2z (s) le nombre
- (Tc?gn (K s), appelé la hauteur normalisée de s. Plus généralement, si K’ est une extension
finie de K, on peut construire un fibré vectoriel adélique E ® ¢ K’ sur Spec K’ dont 1’espace
vectoriel sous-jacentest Eg/ := EQg K’ etdontlanormeenv’ € Mg s’identifiea |.|, avec
v € Mg, ot v’ prolonge v. Ainsi on peut définir la hauteur normalisée pour tout élément non-
nul de Eg-. En outre, pour toute extension finie K” de K’, la hauteur normalisée de s € E g
s’identifie a celle de son image canonique dans E k. Cette observation permet d’étendre g
en une fonction sur I’ensemble des vecteurs non-nuls dans Ega, ou K? désigne la cldture
algébrique de K. En outre, d’apres la formule du produit, la fonction /4 est invariante sous
la multiplication par un scalaire non-nul dans K?. Ainsi on peut la considérer comme une
fonction définie sur I’ensemble des points algébriques de P(EY). Il s’avere que cette fonction
s’identifie a la hauteur absolue par rapport au faisceau inversible universel Ogv (1) muni des
métriques de Fubini-Study.

Pour tout nombre réel ¢, on désigne par }'{H(E k2) le sous-K?-espace vectoriel de Ega
engendré par tous les vecteurs non-nuls s vérifiant hz(s) < —t. La famille (}'{H(E K2))teR
définit une R-filtration décroissante de 1’espace vectoriel Eka. Ses points de saut successifs
(ou on compte les multiplicités) sont la version logarithmique des minima absolus définis par
Roy et Thunder [35] ( voir aussi [18] pour une présentation détaillée de différentes notions
de minima) dans le cadre de la géométrie des nombres adéliques, et par Soulé dans le cadre
de la géométrie d’Arakelov®. Pour tout entier i € {1,...,1g(E)}, on désigne par A; (E) le
nombre

sup{t € R : rgg. (Fi(Exa)) > i},

appelé le i°™ minimum absolu logarithmique de E.

La comparaison entre les minima successifs et les pentes successives d’un fibré vectoriel
adélique hermitien est un probléme naturel. Les inégalités A;(.) < 1;(.) sont relativement

9 Dans son exposé au colloque “Arakelov theory and its arithmetic applications.” le 22 février 2010 a Regens-
bourg.
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standards et résultent de 1’inégalité de pentes. Cependant la comparaison au sens inverse est
beaucoup plus délicate. Conjecturalement on a

— — 1
Wi(E) < A(E) + 5 InGg(E)), iefl,....rg(E)} (28)

pour tout fibré vectoriel adélique hermitien E sur Spec K. Une approche possible pour
attaquer ce probleme est d’établir une version absolue du théoreme de transférence a la
Banaszczyk [2], qui n’est malheureusement pas encore disponible.
Dans la suite, on €tablit une version plus faible de 1’inégalité (28). Il s’agit d’une com-

paraison explicite entre

re(E) B re(E) B

D max(t;(E),0) et > max(Ai(E).0)

i=1 i=1
qui provient du lemme de Siegel absolu dii & Bombieri-Vaaler [5] et Zhang [44].

Proposition 6.7 Si E est un fibré vectoriel adélique hermitien sur Spec K, alors on a

1g(E) o 1g(E) o 1
2 max(; (), 0) < 3 max(Ai(E), 0) + 7 rg(E) In(rg(E)). (29)
i=1 i=1
Démonstration Rappelons que le lemme de Siegel absolu montre que, pour tout fibré vec-
toriel adélique hermitien E sur Spec K, on a (cf. [16, théoreme 4.14] et [17, §2.1.3]1'%
1g(E) o o 1
> A(E) > deg,(E) - 5 r2(E) In(rg(E)). (30)
i=1

L’inégalité est donc vraie lorsque 72, (E) > 0. -
Dans le cas général, il existe un sous-espace vectoriel F de E tel que fimin(F) > 0 et que
T D10 B
deg,(F) = D" Wi(F) = Y max(iLi(E), 0). (31)
i=1 i=1
On peut choisir £ comme le dernier sous-espace vectoriel dans le drapeau de Harder—
Narasimhan de E vérifiant Amin(F) > 0. Comme F est un sous-espace vectoriel de E,
ona A;(F) < A;j(E) pour tout i € {1, ...,rg(F)}. L’inégalité (30) appliquée a F montre
alors que
1g(F) . 1 rg(F) o 1
deg, (F) < Z; Ai(F) + 5 re(F) In(rg(F)) < Zl: Ai(E) + 5 re(E) In(re(E)).
1= 1=
D’apres la formule (31), on en déduit 1’inégalité (29). O
Remarque 6.8 L’inégalité (29) est une conséquence ianédiate de (28). En outre, en utilisant
le lemme de Siegel absolu, on peut montrer que, si E est un fibré vectoriel adélique sur
Spec K qui est hermitien, alors on a

— — 1
mi(E) < A(E) + 7 In(rg(E)). (32)

On renvoie les lecteurs dans [19, §3.2] pour une démonstration.

10 Comme on considére les minima absolus, le défaut de pureté est anodin ici.
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6.3 Le cas non-hermitien

Soit E un fibré vectoriel adélique général. Gaudron a défini dans [16] le degré d’ Arakelov!!
de E comme la différence entre la caractéristique d’Euler-Poincaré de E et celle du fibré
vectorial adélique trivial dontle rang estrg(E). Cela permet de généraliser la notion des pentes
successives dans un cadre plus général des fibrés vectoriels adéliques non nécessairement
hermitiens. Comme dans le cas hermitien, les pentes successives de E sont définies comme
les pentes du polygone de Harder—Narasimhan de E, dont le graphe est le bord supérieur de
I’enveloppe convexe des points dans R? de coordonnées (rg(F), cTe\gn (F)), ou F parcourt
I’ensemble des sous-espaces vectoriels de E. A 1’aide de la méthode d’ellipsoide de John-
Léwner,'2 on peut associer a E une structure de fibré vectoriel adélique hermitien (|.1|) yemy
de sorte que |||, = |||l si v est une place non-archimédienne, et

111 < Ille < Gg(ENY21L11,

lorsgue v est irchimédigme. Si on note E' le fibré vectoriel adélique (E, (|I.II),)vemy ). on a
i (E) < i (ENet Aj(E") < Ai(E)+ % In(rg(E)) pourtouti € {1,...,rg(E)}. On obtient
A partir de 1’inégalité (29) (appliquée 2 E’) la relation suivante

re(E) rg(E)

> max(@;(E). 0) < > max(A;(E), 0) + rg(E) In(rg(E)). 33)
i=1 i=1

7 Majoration de la fonction de Hilbert-Samuel arithmétique

Soit K un corps de nombres. Dans ce paragraphe, on établit un analogue arithmétique du
corollaire 5.2 pour un systeme gradué en fibrés vectoriels adéliques sur Spec K.

Soit X un schéma projectif et integre de dimension d > 1 sur Spec K, L un faisceau
inversible gros sur X. On entend par systeme linéaire gradué de L en fibrés vectoriels
adéliques tout systeme linéaire gradué E, = @n>0 E, de L dont chaque composante
homogene E, est muni d’une structure de fibré vectoriel adélique sur Spec K de telle sorte
que

lis - 8"l < lIsllo - s llw (34)

pour tout couple (1, m) € N et tous s € E,c,,s € Ep.c,. Cette inégalité montre que la
suite (A (En)),@l est sur-additive. Donc la suite (A (E,) /M)n>1 converge vers un élément
dans R U {400} pourvu que E,, # {0} pour tout entier n suffisamment positif. On désigne
par fimax (E.,) cette limite, appelée la pente maximale asymptotique de E,. Cette expression
peut étre justifiée par 1’observation suivante: pour tout fibré vectoriel adélique non-nul (non
nécessairement hermitien) F sur Spec K, ona Aj(F) < [1;(F) < A1(F) + In(rg(F)), et
donc fimix (E.) est égal a1im, 4 00 Lmax (E,)/n.Enoutre, si E, contient un diviseur ample
et si oy (E.) < 400, il est démontré dans [8, théoréme 2.8] que la suite

11 Si on fixe un isomorphisme d’espaces vectoriels ¢ : E — K", ot n = rgg (E), alors le degré d’ Arakelov

de E est défini comme

— (¢ (B(E

deg(E) =In YORPLBE) @( Ln))),
vol(B(K "))

ou B(.) désigne la boule unité adélique, et vol désigne une mesure de Haar sur 1’espace adélique A’[‘(‘ Cette
définition ne dépend pas du choix de ¢ et vol.

12 On renvoie les lecteurs dans [16, §4] pour les détails.
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d 1 ‘rg(En
( jﬂ) z max(A;(Ep),0), n>1.
n

i=1

converge vers un nombre réel que I’on notera comme vol, (E.).

Théoreme 7.1 Soit X un schéma projectif et géométriquement intégre de dimension d sur
Spec K, L un faisceau inversible gros sur X et E, = ®n20 E,, un systéme linéaire gradué
de L en fibrés vectoriels adéliques. On suppose que le systeme linéaire gradué E, contient
un diviseur ample et que X ga admet un tour de fibrations sur courbes ®. Alors on a

rg(Er)

> max(A;(E1),0) <

i=1

/\ln E’ ~as
i Lotk 1),) + A (E)e® (E. o). (35)

Démonstration Pour tout entier n € N et tout nombre réel ¢, on désigne par F' E,, g« le sous-
K?-espace vectoriel engendré par les vecteurs non-nuls s € E, ga tels que hE,, (s) < —t.
11 s’avere que (F' Ej, ga)ser est une R-filtration décroissante de E, ka. En outre, la relation
(34) montre que

(F"En, k2) - (F2Eny k2) C F'" 2 Ep 4y ko

pour tous (11, n) € N2 et (11, 1) € R%. Pourtout? € R, E! := @n>0 F"E, ka estalors un
systéme linéaire gradué de L xa. D’apres [8, lemme 1.6], ce systeme linéaire gradué contient
un diviseur ample dés que ¢t < ﬁ?ﬁax (E.). En outre, on a (d’apres le corollaire 1.13 du loc.
cit.)

P +00 Timax (Es)
vol,(E,) = (d + 1)/ vol(E!)dt = (d + 1)/ vol(E!) dt,
0 0

ol d est la dimension de X. Le théoreme 5.1 appliqué & E! montre que

VOl(E! xa)

1
rg(F Ey k) < I

+89(E! ga) < Vol(E! ga) + 6°(E, ko).

On en déduit

rg(Ey) o A1(Ey) HMmax (Ee)
Z max(A; (E1), 0) =/ re(F'Ey ka)dt =/ rg(F Ey ga) dt
- 0 0

Mmax (Ee) yol (E*) N . voln(Es)
< / 2 dr + Amx (EDe®(Ev ko) = ——— + [imax (E e (E. k),
0

d! d+ 1)'
ot la deuxieme égalité provient du fait que A1 (E}) < < Y (E.). La démonstration est donc
achevée. O

On déduit du théoreme précédent et I'inégalité (33) le résultat suivant.

Corollaire 7.2 Avec les notations du théoréme précédent, on a

rg(Ep)

> max(@; (E1), 0) < — =

i=1

Vol () sy
@ T Amax (B (Euge) +re(E) InGre(E). (36)
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Soit w : 2 — Spec Ok un morphisme projectif et plat d’un schéma intégre 2" vers
Spec Ok . Par faisceau inversible hermitien sur .27, on entend un O g--module inversible .#
dont le tire en arriere sur .2 2" est muni d’une métrique continue qui est invariante par la con-
jugaison complexe, ot 2" désigne 1’espace analytique complexe associé a 2" ®z C. Etant
donné un faisceau inversible hermitien .Z sur .2°, on peut construire une structure de fibré
vectoriel adélique sur HY(X, Zk).Enune place finie p, lanorme |. ||, sur HY(X, Z)Qk Cy
provient de la structure de Og-module de 7, (Z): la boule unit€ fermé pour la norme ||. ||,
s’identifie a 74, (L) @ o Op, 0l Op désigne I’anneau de valuation de Cp,. En une place infinie
o0 : K — C,lanorme ||.||, estlanorme sup: pour tout élément s € HO(X, %) ®k .o C,on
a

[slle := sup [lsCo)].
xeZ5(C)

On utilise I’expression 7, (.%) pour désigner ce fibré vectoriel adélique. Ainsi

E. = @ ﬂ*(§®n)

n>0

devient un systeme linéaire gradué en fibrés vectoriels adéliques sur Spec K. Dans le cas ou
Zk est un faisceau inversible gros, le systeme linéaire gradué E, contient un diviseur ample
(voir la définition 3.5). On utilise 1’expression fimax (Z) pour désigner la pente maximale
asymptotique de E, (voir la page 33 pour la définition de fima (E.)). I1's’ avere que la relation
ﬁﬁfzx Ly = ;Lnfax (L) est vérifiée pour tout entier n > 1. Le nombre Vol (E.) décrit le
comportement asymptotique du nombre de sections effectives de . Z®" lorsque n — +00.En
effet, en utilisant 1’inégalité (27) et la méthode d’ellipsoide de John-Lowner, on peut montrer
que

O (E,)

volu(E.) = K : Q] WAL ndt/d+ 1D

oud estla dimension relative de 7. Rappelons que la limite figurant dans le terme de droite de
la formule est appelée le volume arithmétique, notée comme vol(:Z). On renvoie les lecteurs
dans [31] o1 cette notion a été proposée. Dans le cas ot le faisceau inversible hermitien .Z est
arithmétiquement nef, ¢’est-a-dire que .# est nef relativement a 7, 1a métrique de .Z est pluri-
sous-harmonique, et la fonction hauteur sur I’ensemble des points algébriques de 2k définie
par .Z est & valeurs positives, le volume arithmétique de .Z s’identifie au nombre d’auto-
intersection arithmétique ¢ (,Z)d‘*'l. On déduit alors du corollaire 7.2 le résultat suivant.

Théoreme 7.3 Soit 7 : 2 — Spec Ok un morphisme projectif et plat. On suppose que la
fibre générique géométrique Z'xa est integre et admet un tour de fibrations sur courbes ©.
Alors, pour tout faisceau inversible hermitien arithmétiquement nef £ sur X tel que Lx
soit gros, il existe une fonction explicite Fz : N — [0, +00] telle que

c1(ZLx)?

Fo(n) =K : Q]mnd In(n) + 0(n%), n — +o0, (37)
et que o
. on gl(g)d+l d+1 .
deg(m (7)) < = oy rn! + Fzn) (38)

pour tout entier n > 1, ou d est la dimension relative de 7.
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Démonstration Pour tout entier n > 1, on note r, = 120, (T*(Z®")). Comme Lk est nef
et gros, on a (cf. [28, corollaire 1.4.38])
c1(Z
Fp = l(dK) +omih. (39)
Soit E, = @,5( 7« (ZL®"). Compte tenu de [8, lemme 2.6], la relation oY (E)) < 400
est satisfaite. D’apres le corollaire 7.2, on obtient

o o n . P nd+1
deg(m,.(Z®") < ;max@,»(En), 0) < [K 2 QIO (EL) (s + P
avec
F(n) = [K : Ql(nfimix (E)e® (EL%.) + 1y In(ry))

Comme 80(E( 2D < nd 19 (E, k1), on déduit de (39) la relation (37). Enfin, comme
Vol(i,”) = 1 Q] voln(E .), I'inégalité (38) est démontrée. ]

Remarque 7.4 Si on remplace cTeTg( ) par la somme des minima absolus successifs dans le
théoreme précédent, on peut obtenir une majoration asymptothue ou le terme d’erreur est
O(nd ). Plus précisément, il existe une fonction explicite Fer = : N — [0, +oo[ telle que
Fg(n) o9 et que

z.\] (y)dJrl

d+1 I
mn + Fe(n).

D AT (Z®) <

i=1

Cela suggere que le terme sous-dominant (de 1’ordre n? In(n)) dans le théoréme de Riemann—
Roch arithmétique (cf. [37, §2.2]) peut provenir du choix de métrique et de la comparai-
son entre certains invariants arithmétiques de fibré vectoriel hermitien sur Spec Ok . Des
phénomenes similaires existent aussi dans 1’étude des surfaces arithmétiques, comme par
exemple [14, théoreme 3] (voir aussi [1, §5.1]).

Dans la suite, on établit un analogue du théoréme 7.3 pour la fonction 1°. En utilisant le
deuxiéme théoreme de Minkowski et la filtration par les minima (usuels), on peut majorer
Zo(n* (£®")) par une fonction explicite.

Soit M un fibré vectoriel normé sur Spec Z (i.e. un réseau dans un espace vectoriel
normé de dimension fini sur R). Pour tout entier i € {1, ..., n}, on définit le i*™ minimum

logarithmique de M comme
7 (M) = sup 1 € R e (Veotgfs € M Jsl < &™) > .

Rappelons que la caractéristique d’Euler-Poincaré de M est définie comme
— 1(B(Mg, ||
() — 1n YO B 1)
covol(M)

ou B(Mp, ||.||) désigne la boule unité fermée dans Mg, vol est une mesure de Haar sur My
et covol(M) est la mesure de My /M par rapport a la mesure induite par vol.

Lemme 7.5 Soit M un réseau de rang r > 0 dans un espace vectoriel normé. On a

(M) < > max(x;(M),0) + r In(2) + In(2r). (40)
i=1
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Démonstration Quitte a remplacer M par le sous-réseau engendré par les éléments s € M
vérifiant ||s|| < 1, on peut supposer que A; (M) > O pourtouti € {1, ..., r}. Rappelons que
le deuxieme théoreme de Minkowski montre que

,
rIn(2) = In(r!) < x (M) = > 1 (M) < rin(2).
i=1
En outre, si on fixe une base de M sur Z et identifie M a R” via cette base, alors B(MRg, ||.|)
est un corps convexe symétrique dans R” dont le volume est x (M) (ol on a considéré la
mesure de Haar standard sur R”). D’aprées un résultat de Blichfeldt (cf. [24, page 372]), on a

1O (M) < In(rlexp(x (M)) +r) < In2r!) + x (M), 41)

ou la deuxieme inégalité provient de I'’hypothese Vi, 2; (M) > 0. En effet, sous cette
hypotheése on a r!exp(x(M)) > 2" > r. D’apres la deuxieme inégalité de (41), on obtient le
résultat. ]

Théoréme 7.6 Soient m : 2 — Spec Ok un morphisme projectif et plat de dimension
relative d d’un schéma integre vers Spec Ok, et £ un faisceau inversible hermitien sur %
tel que Lk soit gros. On suppose'> que Zq admet un tour de fibrations sur courbes ©. Alors
ona

Ry \7&(?)
> max(1;(En). 0) < mn‘f’“ +n? Timin (D)6 (E. ), (42)
i=1 ’
ou
E.q =P H (24, Zy):
n=0
et
— VOI(J)
10 (e (Z%M) < T n 4 G, 43)
ou

G(n) = n? i (£)e®(E. ) + (R, + D In(2) + R, In(Ry,)
avec Ry = 1gq(Ey). De plus, la fonction G vérifie la relation
vol(Zk) 4
Gz =[K Q](d 1)| In(n) + 0(n?), n — +oo.

Démonstration Pour tout entier n > 1, on désigne par R, le rang de 7, (Z®") sur Z. Comme
Lk est gros, d’apres le théoreme 5.1 on a

vol(.z,() e

w < [K :Q—=2 omih. (44)

Soit E, = @n>0 7. ((Z®"). On considere chaque E, comme un réseau dans I’espace vec-
toriel normé E, ®q R, qui s’identifie a

P E. ek K.

UEMK,OO

Bie passage a une modification birationnelle augement éventuellement 7O (e (£)) ou lasomme des minima
logarithmiques positifs, mais laisse vol(.¢) invariant. Dans le cas général, quitte a passer a une modification
birationnelle, on peut se ramener au cas ol ,%”Q admet un tour de fibrations sur courbes.
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Sis = (Sy)veMy o €St un élément de £, ®z R, la norme de s est définie comme

max |Isylly.
VEMK oo

On considere Zx comme un schéma projectif sur Spec Q (que I’on notera comme Zg dans
la suite). De méme, on consideére .Zx comme un faisceau inversible sur Zg (que I’on notera
comme £p). Ainsi E, ¢ devient le systeme linéaire gradué total de .#p. Pour chaque entier
n > 0, on munit £, o (comme espace vectoriel sur Q) de la R-filtration F par les minima:

F'(Enq) = Vectgls € o (Z®") : |Is|| <e '}
D’apres le corollaire 5.2 (appliqué a .Z®"), on obtient (cf. [7] proposition 3.2.2 pour la
comparaison entre le premier minima et la pente maximale)
vol(2) 1
d+ D!

d —~asy

Rn
Zmax(li (E,),0) < + n i (E)e® (E. q),

i=1

ot on a utilisé les relations (E(n)) n iy (EJ)ete® (E.(%) < nd-1g® (E. ). D’apres
le lemme précédent, on obtient

vol(Z) L

70 RN
R @) < -

+ G=(n)
avec
G(n)=n 4 fimax (E)e® (E.@) + (Ry + 1) In(2) + R, In(Ry).

Enfin, la relation (44) montre aussitot que

- vol(Zx) nd d
Gz = (K : Q" In( + 0.

Le théoréme est donc achevé. O

Remarque 7.7 Dans le cas ou 2" est une surface arithmétique, il est intéressant de comparer
le théoreme précédent a la majoration obtenu dans [41] (voir aussi I’analogue de ce travail
dans le cadre de corps de fonctions [42]). Asymptotiquement le terme Gz (n) est meilleur
que le terme d’erreur

4n[K : Q]deg(Lx) In(n[K : Q] deg(Lx)) (45)

dans le théoréeme A du loc. cit.. Cependant le terme (45) ne dépend que de I’information
géométrique de la fibre générique -k . On se demande si une combinaison des deux méthodes
ne donne pas une majoration effective de la somme des minima logarithmiques positifs de
7, (Z") dont le terme d’erreur est d’ordre n? et ne dépend que de la géométrie de .Zx dans
le cas ou 2" est une surface arithmétique.

8 Le cas de caractéristique positif
Dans ce paragraphe, on établit I’analogue du théoreme 5.1 dans le cas ou la caractéristique
du corps de base est strictement positif. Soit £ un corps de caractéristique quelconque. La

conclusion de la proposition 2.6, qui est équivalente a la semi-stabilité du produit tensoriel de
tout couple de fibrés vectoriels semi-stables sur la courbe réguliere qui est projective sur k,
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n’est cependant pas vrai en général. On renvoie les lecteurs dans [20] pour un contre-exemple.
La méthode de R-filtration de Harder—Narasimhan que 1’on a développée dans § 5 n’est plus
valable dans ce cadre-1a. On propose d’utiliser les minima successifs dans le cadre de corps
de fonction pour surmonter cette difficulté.

Soient C une courbe projective et réguliere sur Spec k. On désigne par K le corps des
fonctions rationnelles sur C. Si E est un fibré vectoriel sur C, on désigne par Og (1) le faisceau
inversible universel du schéma P(E). On peut définir une fonction de hauteur sur I’ensemble
des k-points de P(E) a valeurs dans K comme la suite. Si x est un point dans P(E);(K), il
se prolonge en une section &, : C — P(E) de P(E). On définit la hauteur x comme

hE(x) = deg(Z;Op(1)).

La fonction de hauteur nous permet de définir une filtration F sur I’espace K -vectoriel Eg
(la fibre générique de E) comme la suite!*

F'(Ek) = Vectg {x € P(EV)i(K) | hpv(x) < —t}. (46)

Pour tout entieri € {1, ...,rg(E)}, on désigne par A; (E) le plus grand nombre réel ¢ tel que
rg(F'(Eg)) > i. Les nombres A; (E) et la filtration F sont reli€s par la formule suivante:

rg(E) +o00 A(E)
> max (3 (E)., 0) = /0 reg (F(Ex))di = /0 rex (F/(Ex)de.  (47)
i=1

Les quantités A; (E) devraient étre considérées comme 1’analogue des minima successifs
dans le cadre de corps de fonctions. On désigne par Mk I’ensemble des points fermés dans la
courbe C, considéré comme 1’ensemble des places du corps de fonctions K. Pour tout point
v € Mk, on désigne par |.|, la valeur absolue sur K définie comme

VfeK* |fly=exp(—[k(v):klordy(f)),

ou k(v) est le corps résiduel de v et ord, (f) désigne I’ordre d’annulation de f en v. Comme
dans le cas de corps de nombres, on désigne par K, le complété de K par rapport a cette
valeur absolue et C,, le complété d’une cloture algébrique de K, sur lequel la valeur absolue
|.|y s’étend de facon unique. On désigne par O, I’anneau de valuation de C, par rapport a
cette valeur absolue (qui est non-archimédienne).

Si E est un fibré vectoriel sur C, alors sa structure de O¢c-module définit, pour chaque
place v € Mg, une norme ||.||g,» sur E @0, C, dont la boule unité fermée est £ @, O,.
Cette norme est invariante par 1’action du groupe de Galois Gal(C, /K, ). On obtient alors un
fibré vectoriel adélique sur Spec K au sens de [16, §3], et il s’avere que 1’on peut exprimer
le degré de E sous la forme

deg(E)=— > Infsi A Asellg

veMg

ou (s, ..., s) est une base quelconque de Ex. En outre, les nombres A; (E) sont précisé-
ment les minima successifs logarithmiques suivant Thunder [39] dans le cadre de corps de
fonctions.

D’apres un résultat de Roy et Thunder [35, théoréme 2.1]: on a

rg(E)

> 1i(E) > deg(E) — rg(E)(g(C/K)), (48)
i=1

14 Rappelons qu’un élément dans P(E"); (K ) correspond & un sous-espace K -vectoriel de rang 1 de Eg .
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ou g(C/k) le genre de C relativement a k et £ est une fonction affine qui ne dépend que du
degré effectif du corps de fonction K. On renvoie les lecteur dans [35, page 5] pour la forme
explicite de cette fonction. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 8.1 Soit C une courbe réguliere qui est projective sur un corps k. Si E est un
fibré vectoriel sur C, on a

rg(E) rg(E)
deg, (E) = > max(ui(E),0) < D max(A;(E),0) + rg(E)(g(C/k).  (49)

i=1 i=1

Démonstration Quitte a remplacer E par le dernier sous-fibré vectoriel de pente minimale
positive dans le drapeau de Harder—Narasimhan de E, on peut supposer que jmin (E) > 0.
Dans ce cas-la on a

g(E)
deg, (E) = deg(E) = D hi(E) +12(E)(g(C/k))
i=1
1g(E)
< D max(Ai(E), 0) + rg(E)(g(C/ k),

i=1

ou la deuxieme égalité provient de (48). Le résultat est donc démontré. O

Soient E et F deux fibrés vectoriels sur C. Si x et y sont respectivement deux k-points
de P(EY) et P(FY) a valeurs dans K, alors x ® y (vu comme un sous-espace vectoriel de
rangun de Ex ® Fk) est un k-point de P(EY ® F) a valeurs dans K qui vérifie la relation
suivante

hpvgrv(x @ ¥) = hgv(x) + hpv(y).

On obtient donc le résultat suivant:

Proposition 8.2 Soit E, = @n}(} E,, un Oc-algebre graduée. On suppose que chaque E,,
est un fibré vectoriel sur C. Pour tout (a, b) € R? ef tout (n,m) € N2, la relation suivante
est vérifiée:

FUEn k) F(En,k) C F P (Enim i), (50)

ou F désigne la R-filtration par minima définie dans (46).

Remarque 8.3 On fixe un faisceau inversible ample M sur C. Soit a le degré de M. Si E est
un fibré vectoriel non-nul sur C, les inégalités

AM(E) < pmax(E) S M(E) +g—1+a

sont toujours vérifiées, ou g = g(C/k) est le genre de C relativement a k. La premiere
inégalité est triviale. Pour la deuxieme inégalité, on peut utiliser I’invariance de la quantité
Umax (E) — A1 (E) par le produit tensoriel d’'un Oc-module inversible. Quitte a remplacer
E par le produit tensoriel de E avec une puissance tensorielle (éventuellement d’exposant
négatif) du faisceau inversible M, on peut supposer g — 1 < pumax(E) < g — 1+ a. D’apres
le théoréme de Riemann—Roch, on obtient que A;(E) > O (cf. [11, lemme 2.1]). On obtient
donc pmax(E) — A1 (E) < g — 1 4 a. Cette inégalité montre que, si E, est une O¢-algebre
graduée en fibrés vectoriels sur C telle que E), soit non-nul pour n assez grand, alors on a
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. Mmax (Ep) .
lim ————= = lim

)‘-I(En)
" e RU {+00)}.
n——+4o00 n n——+00 n

En outre, la relation (50) montre que la suite A1 (E,) est sur-additive. On obtient donc

ax (E
Vp 1 mEy) < p tim Href) (51)

La proposition précédente nous permet de retrouver les résultats présentés dans § 5, quitte
aremplacer la filtration de Harder—Narasimhan par la filtration par minima. Soit X un schéma
projectif et intégre sur Spec k, qui admet un tour de fibrations sur courbes ®. On suppose
que la dimension de Krull de X est d 4 1. Soient L un faisceau inversible gros sur X et V,
un systeme linéaire gradué de L, qui contient un diviseur ample. Si d = 0, on définit

F9(V,) := max(g(Co/k) — 1, 1).

Sid > 1, on définit €9 (V,) de fagon récursive comme la suite. On suppose que ® est de la
forme (pg : X — Cp, ®'), ot @ est un tour de fibrations sur courbes de la fibre générique
de po. Soient en outre go le genre de la courbe Cy relativement a k, po = who (V) (cf. la
définition 3.9), et W, la fibre générique de po.(V,). On définit

vol(W,)
d!

0V = nog® W + +5° (W.)) max(go — 1, 1) + €(80)).

On voit aussitdt que OV < EG(V.’ ) si V, est contenu dans un autre systéme linéaire gradué
V! d’un autre faisceau inversible gros L. En outre, par récurrence sur d on peut vérifier que
OV WPy < p?E®(V,) pour tout entier p > 1.

Théoreme 8.4 Soit X un schéma projectif et intégre de dimension d + 1 sur Spec k, qui
admet un tour de fibrations sur courbes ® = (p; : X; — Ci)?zo, et L un faisceau inversible
sur X. SiV, = @n>0 Vi est un systeme linéaire gradué de L, qui contient un diviseur ample,

alors on a 1V.)
vol(V, -6
rg, (V1) < m +e7(V,). (52)

Démonstration La démonstration est presque identique a celle du théoreme 5.1. 11 suffit de
remplacer les filtrations de Harder—Narasimhan par les filtrations par minima. La démonstra-
tion du cas ou d = 0 utilise notamment les estimés démontrées dans le théoreme 2.4 qui sont
valables pour tout corps k, et I’argument reste donc inchangé.

Dans la suite, on suppose d > 1. On suppose en outre que ® est de la forme (pg : X —
Co, ®'), ot @' est un tour de fibrations sur courbes de la fibre générique de py. Soient g
le genre de la courbe Cy relativement a k, pg := uk0 (V.), et W, la fibre générique de
E, = po«(V,). On munit W, de la filtration par minima F et on note W! = @n>0 FUW,.
On a encore

vol(V,) = vol(E.) = (d + 1)/% vol(Wh) dt,
0

ou la premiere égalité provient du théoreme 3.8 et on a utilisé la relation A1 (E1) < po (cf.
la remarque 8.3) dans la deuxieme €galité. En outre, les relations (49) et (47) montre que

g
deg  (E1) </O rg(W) dr + rg(W1)£(go).
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On applique "hypothese de récurrence 2 W! et obtient

"o 1 f ,

deg, (B0 < [ (SR 45 00D) dr 40
0 .

vol(V,) —a

< @+l + 1108 (W1 + rg(W1)L(g0).

On en déduit
rg(Vi) < h°(E) < deg, (E1) +rg(W)) max(go — 1, 1)

vol(V,)

S d+ 1!

On applique alors I’hypothese de récurrence a W, et obtient le résultat souhaité. O

+ 108 (W!) + rg(Wi) (£(go) + max(go — 1, 1)).
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